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PREDGOVOR

Zbirka zadataka iz Programskih prevodilaca treba da posluzi brZzem i potpunijem
savladavanju teorijskih i prakti¢nih osnova u ovoj oblasti. S obzirom na njenu obimnost, zbirka
je podeljena u dva toma. Na globalnom planu, ciljevi oba toma su postavljeni tako da obuhvate

e ilustraciju niza tehnika i algoritama na problemima c¢iji je stepen sloZenosti takav da
omogucava pracenje reSenja bez veceg napora, kao i odreden broj zadataka veceg stepena
slozenosti;

e reSenja nekoliko odabranih problema programskim putem kako bi se razmotrili i neki ¢isto
programerski aspekti;

e  koris¢enje razvojnih alata LEX i YACC za realizaciju programskih prevodilaca;
e originalni doprinos autora problemu sintaksne analize generalizacijom postoje¢ih metoda.
U strukturnom pogledu I tom je podeljen u pet poglavlja s ukupno 113 zadataka, i to:
o leksicka analiza (33)
e gramatike (35)
e sintaksna analiza od vrha ka dnu (22)
e sintaksna analiza od dna ka vrhu (23)
e prilozi.
Struktura zadataka je sacinjena od :
e formulacije
e analize (gde je to potrebno)
e resSenja
e diskusije (gde je to potrebno).
U poglavlju o leksickoj analizi zastupljeni su svi metodi i algoritmi vazni za
konstrukciju odgovarajueg analizatora. Tu se iscrpno razmatraju deterministicki i
nedeterministicki automati, njihova Kkonstrukcija iz regularnih izraza, transformacija

nedeterministickih automata u deterministi¢ke, minimizacija deterministickih automata, leksicki
procesori, oporavak zbog greSaka u identifikatorima kao i programski primeri.

Poglavlje o gramatikama sadrZi niz zadataka iz analize i obrade gramatika. Tu su pre
svega: krajnje levo i krajnje desno izvodenje u gramatici, dvosmislenost u gramatici, nalazenje
formalnog i neformalnog opisa jezika na osnovu gramatike i obratno, dokazivanje nekih osobina
gramatika, gramatiCke transformacije (nalazenje suvis$nih neterminala, eliminisanje smena
oblika A — B, eliminisanje pojava startnog simbola iz desnih strana svih smena, eliminisanje



vi

kruznih izvodenja), specijalne forme bezkontekstnih gramatika, operacije zatvaranja jezika,
gramatika u Greibach-ovoj normalnoj formi i normalnoj formi Comskog, i programski primer.

Trece poglavlje razmatra zadatke iz oblasti sintaksne analize od vrha ka dnu. To su pre
svega konstrukcija potisnih automata, problem beskonac¢nih petlji kod potisnih automata. Zatim,
analiza od vrha ka dnu koja obuhvata konstrukciju prepoznavaca za S i q gramatike, nalazenje
skupova FOLLOW i SELECT za date gramatike, konstrukcija prepoznavata za LL(1)
gramatike na osnovu relacionog pristupa, nalazenje gramatike na osnovu zadatog potisnog
automata, eliminisanje mrtvih i nedostiznih neterminala, eliminacija leve rekurzije, leva
faktorizacija, konstrukcija prepoznavaca na osnovu rekurzivnog spusta i programski primeri.

Poglavlje o sintaksnoj analizi od dna ka vrhu obuhvata tri pristupa: relacioni,
konfiguracioni i hibridni koji je u potpunosti originalni pristup autora. U okviru relacionog
modela razmatrana su dva pristupa: pomeri-identifikuj i pomeri-svedi. U okviru pristupa
pomeri-identifikuj razmatrane su konstrukcije prepoznavaca za bezsufiksne gramatike,
gramatike slabog i prostog meSovitog prvenstva, nalazenje relacija BELOW i REDUCED BY
za date gramatike, nalazenje odgovarajuce gramatike za datu kontrolnu tabelu i optimizacija
parserskih tabela. U pristupu pomeri-svedi razmatrane su konstrukcije prepoznavaa za
gramatike LR(0) i SLR(1), nalaZenje relacija OBELOW i OFIRST. U konfiguracionom modelu
razmatraju se konstrukcije prepoznavaca za gramatike tipa LR(0), SLR(1), LALR(1) i LR(1),
odredivanje predikcionih simbola, nalazenje gramatika viseg reda (SLR(k), LALR(k), k>1). U
hibridnom pristupu, izvrSena je generalizacija sintaksne analize kojom se uklanja potreba za
posebnim razmatranjem sintaksne analize od vrha ka dnu i od dna ka vrhu. Kao najopstija u
klasi sa jednim predikatskim simbolom, gramatika LR(1) postaje veoma prakti¢na za realizaciju,
kao Sto je to sada bila LALR(1) gramatika, zbog drasti¢ne redukcije broja stanja. Ako se
primeni hibridna metoda za konstrukciju prepoznavaca za gramatiku LR(1), a gramatika je u
klasi LL(1), onda ¢e se dobiti samo kontrolna tabela dok ¢e potisna biti prazna, znaci kao da je
konstruisan relacionim modelom. To se moze uraditi i polaze¢i od konstrukcije LALR(1)
prepoznavaca samo §to svaka LL(1) gramatika nije ujedno i LALR(1) gramatika (to su obi¢no
patoloski slucajevi). Uradena su dva zadatka u kojima je prikazana konstrukcija prepoznavaca
za LALR(1) i LR(1) gramatike.

Prilozi su podeljeni u dva dela. Prvi deo razmatra generator leksickog analizatora LEX,
nac¢in njegove upotrebe i forma specifikacije. Drugi deo daje teorijske osnove raznih
gramatickih transformacija kao $to su: leva faktorizacija, ugaona i singlton zamena, eliminacija
leve rekurzije 1 praznih smena, dobijanje poljske translacione gramatike i pretvaranje gramatike
u “pomeri-identifikuj” konzistentnu.

Na kraju, autori Zele da se zahvale prof. dr Zivku Tosiéu sa Elektronskog fakulteta u
Nisu, prof. dr Zoranu Jovanovicu i recenzentima prof. dr Jovanu Pordevicu i doc. dr Vladimiru
Blagojevicu sa Elektrotehnickog fakulteta u Beogradu za korisne sugestije u konacnom
uobli¢avanju I toma zbirke.

Beograd, avgust 1999. godine

Autori






1. Leksicka analiza

1.1. Deterministicki kona¢ni automati

Zadatak 1.1.1

a) Predstaviti zadati kona¢ni automat (SI. 1.1.1) u alternativnoj formi, pomoc¢u grafa prelaza.

b) Izloziti nekoliko sekvenci koje ovaj automat prepoznaje. Navesti nekoliko sekvenci koje
ovaj automat odbija.

¢) Pronacdi najkracu sekvencu koju dati automat prepoznaje.

0 1
- A D A 0
B| A C 0
Cl| A F 0
D| B C 0
E B C 1
F E A 1
SI.1.1.1

Analiza problema
Deterministicki konaéni automat opisan je uredenom petorkom (S, U, 5, S, P) gde:

e S predstavlja skup stanja automata, u konkretnom sluéaju S = {A, B, C, D, E, F}; stanjima
su obelezene vrste tabele prelaza automata prikazane na Sl. 1.1.1;

e U predstavlja skup ulaznih simbola (azbuku automata), u konkretnom slu¢aju U = {0, 1};
ulazni simboli obelezavaju kolone tabele prelaza.
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e &:Sx U — S predstavlja funkciju prelaza; za svako stanje i svaki ulazni simbol definise
novo stanje u koje automat prelazi iz stanja s € S za ulazni simbol u € Uj; u konkretnom
slucaju funkcija 8 zadata je tabelom prelaza prikazanom na Sl. 1.1.1; u ulaz tabele u vrsti X
i koloni Y upisana je vrednost 8(X,Y);

e S, € S je startno stanje automata (stanje iz koga pocinje rad). U konkretnom slucaju S, = A;

ovo stanje po konvenciji je stanje koje obelezava prvu vrstu tabele prelaza ili stanje koje je
oznaceno strelicom.

e P c Spredstavlja skup stanja prihvatanja, u konkretnom slucaju P = {E, F}. Stanja iz skupa
S-P nazivaju se stanjima odbijanja. Na Sl. 1.1.1 stanja prihvatanja oznacena su jedinicom
desno od odgovarajuce vrste tabele prelaza, a stanja odbijanja nulom.

Rad automata odvija se po sledecem algoritmu:

tekuce stanje :=S;;
teku¢i_ulaz := prvi simbol ulazne sekvence;
while not (kraj ulazne sekvence)
tekuée_stanje := 8( tekuée_stanje, tekudi ulaz );
tekuéi_ulaz := sledeéi znak ulazne sekvence;
end while;
if ( tekuce_stanje € P )
then ulazna sekvenca se prihvata;
else ulazna sekvenca se ne prihvata;
end if.

Skup svih sekvenci ulaznih simbola koje automat prihvata naziva se jezik tog automata.

Resenje

a)

U grafu prelaza (Sl 1.1.2) stanjima automata odgovaraju ¢vorovi grafa. Startno stanje
obelezeno je ulaznom granom, stanja prihvatanja posebno se obelezavaju (dupla linija). Prelazi

izmedu stanja odgovaraju granama grafa. Ako je 6(X,Y)=Z tada iz ¢vora X grafa postoji grana
obelezena ulaznim simbolom Y ka ¢voru Z.

Sl 1.1.2
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b)

Posmatrajmo rad datog automata za ulaznu sekvencu 0110. Iz startnog stanja A imamo sledeci
niz promena stanja (Sto je lako uoditi na SI. 1.1.2):

A—LspLtsctsF05E

S obzirom da je E stanje prihvatanja, znaci da sekvenca 0110 pripada jeziku datog automata.
Probanjem mozemo utvrditi da sekvence 1011, 0011, 011011, 011011011 itd. takode pripadaju
jeziku datog automata, dok, na primer, sekvence 0, 00, 00111, 1, 11, 111, 1111 itd. ne pripadaju
jer se rad automata zavrSava u nekom od stanja odbijanja.

©)

Najkraca sekvenca koju automat prihvata, izaziva najkraci niz promena stanja pocev od startnog
stanja A do nekog od stanja prihvatanja E ili F. U stanje E moze se do¢i iskljucivo prolazeci
kroz stanje F (jer se E pojavljuje iskljucivo u vrsti F tabele prelaza), ¢cime sekvence koje se
zavrSavaju u stanju E automatski otpadaju iz razmatranja.

U stanje F dolazi se iskljucivo iz stanja C, ¢ime se problem pronalazenja najkraée sekvence iz A
u F svodi na pronalazenje najkrace sekvence iz A u C:

A>--—>C—HF

U stanje C moze se doci iz stanja B, D i E. Stanje E ve¢ je eliminisano iz razmatranja, tako da
ostaje:

A—>-->B—H5C—5F

A—-->D—5C—5F

Daljim razmatranjem utvrdujemo da se u stanje B moze do¢i iz stanja D ili E, te ova varijanta
otpada, dok se u stanje D moze do¢i iz stanja A ¢ime smo utvrdili da je najkraca sekvenca koja
se prihvata 011:

A—25sD—15C—>F

Zadatak 1.1.2
Konstruisati automat sa kona¢nim brojem stanja koji ¢e prepoznavati deo FORTRAN
deklaracije iza kljuéne re¢i INTEGER, na primer:

INTEGER A

INTEGER X, I(3), U, V, W

INTEGER C(3, J, 4), B

pri ¢emu uvodimo sledeéa upro$cenja: razmaci se ignoriSu u ulaznom nizu, promenljive su
jednoslovne, konstante su jednocifrene i ne postoji ograni¢enje u broju indeksa nizova.
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ReSenje

U postupku sinteze automata prvo ¢emo definisati ulaznu azbuku kao petoclani skup:
U={sc,()}

pri ¢emu ulazni simbol s oznaCava proizvoljno slovo, ¢ oznacava proizvoljnu cifru. Ovim

smanjujemo veliinu automata posto je akcija automata ista bez obzira o kom slovu, odnosno o

kojoj cifti je rec.

Za konstrukciju tabele prelaza koristicemo neformalni metod numeracije ulaznih simbola.

Potrebno je napisati jedan ili viSe karakteristicnih primera ulaznih sekvenci. Deklaracije:

INTEGER A(3,J,4), B INTEGER A, B, C INTEGER A(3)
redom daju ulazne sekvence:
s(c,8,¢),8 S, S, S s(c)
Sada razmatramo prelaze izmedu stanja trazenog automata koje izazivaju ove ulazne sekvence:

s( ¢c,s,c),s S, s, S s(c)
123 4565 478 2 12 8282 12347

Iz startnog stanja 1 pod ulazom s prelazi se u stanje 2, itd. Pri odluci da li za odredeni prelaz
uvesti novo stanje ili upotrebiti neko od postojecih, razmatra se da li je ocekivani nastavak
ulazne sekvence specifican ili je nastavak isti kao za neko od postojeéih stanja. Tako se u prvoj
sekvenci iz stanja 4 prelazi u stanje 5 pod dejstvom simbola "," na ulazu, isto kao i iz stanja 6
pod dejstvom istog ulaznog simbola, jer se u obe situacije posle zareza ocekuje sledeci indeks

niza. Na slican nacin prelazi iz stanja 7, odnosno 2 pod dejstvom ulaza "," su u stanje 8, ¢ime je
obezbedeno pojavljivanje proizvoljnog broja promenljivih u deklaraciji.

Stanja se mogu neformalno opisati na sledec¢i naéin (nije neophodno za konstrukciju automata,
ali je korisno radi provere):

1. ocekuje se pocetak deklaracije;

2. prosla promenljiva; ocekuje se otvorena zagrada, kraj deklaracije ili zarez koji razdvaja
promenljive u deklaraciji;

prosla otvorena zagrada; ocekuje se prvi indeks niza;
prosao prvi indeks; ocekuje se zatvorena zagrada ili zarez koji razdvaja indekse;
prosao zarez koji razdvaja indekse; o¢ekuje se naredni indeks niza;

prosao naredni indeks; ocekuje se zatvorena zagrada ili zarez koji razdvaja indekse;

NS AW

prosla deklaracija niza; ocekuje se kraj deklaracije ili zarez koji razdvaja promenljive u
deklaraciji;

8. prosao zarez koji razdvaja promenljive; ocekuje se sledeca promenljiva u deklaraciji.

Na osnovu prethodnog razmatranja popunjavamo tabelu prelaza automata (SI. 1.1.3). Stanja
prihvatanja su ona stanja u kojima se ocekuje kraj deklaracije, odnosno stanja 2 i 7. Ostala
stanja su stanja odbijanja.
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Nepopunjene ulaze tabele smatramo prelazima u posebno stanje E, takozvano stanje greske
(radi se o stanju odbijanja i kada automat u toku rada jednom dode u to stanje on ostaje u njemu
do kraja ulazne sekvence). Naravno, za svaki nepopunjen prelaz prethodno treba razmotriti da li
je stvarno re¢ o nelegalnoj ulaznoj sekvenci, ili kori§¢eni primeri ulaznih sekvenci nisu pokrili
tu situaciju.

v c ; ( )
1 2 E E E E 0
2 E E 8 3 E 1
3 6 4 E E E 0
4 E E 5 E 7 0
5 6 4 E E E 0
6 E E 5 E 7 0
7 E E 8 E E 1
8 2 E E E E 0
E E E E E E 0
S1. 1.1.3

Diskusija

Automat dobijen metodom enumeracije simbola ne mora nuzno biti sa najmanjim moguéim
brojem stanja. Na primer, u dobijenom automatu stanja 1 i 8 su oba stanja odbijanja i imaju
identi¢ne vrste (znaci da ¢e se automat ponasSati na isti nacin ukoliko nastavi rad iz stanja 1 kao i
iz stanja 8). Zbog toga je moguce izbaciti jedno od ta dva stanja iz tabele prelaza automata, a
sve pojave izbadenog stanja zameniti preostalim stanjem, ¢ime se smanjuje ukupan broj stanja.
Isti postupak moguée je sprovesti sa parovima stanja 3 i 5, kao i 4 i 6. Problematika
minimizacije kona¢nih automata razmatra se u odeljku 1.2.

U cilju jednostavnije implementacije automata moguce je kraj ulazne sekvence oznaciti
eksplicitnim markerom —|i prosiriti ulaznu azbuku automata ovim simbolom. Na SI. 1.1.4
prikazana je tabela prelaza ovako prosirenog automata koji se od prepoznavaca time pretvara u
procesor. U koloni —| akcija YES odgovara stanjima prihvatanja, a akcija NO stanjima
odbijanja ulazne sekvence.

Automat na Sl. 1.1.4 obavezno procesira kompletnu ulaznu sekvencu. Alternativa je prikazana
na SL 1.1.5, gde je stanje greske eliminisano i prelazi u ovo stanje zamenjeni akcijom NO, ¢ime
se sekvenca odbija u najranijem moguéem trenutku procesiranja (ovakva vrsta procesora naziva
se detektor).
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<
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NO

YES
NO
NO
NO
NO
YES
NO
NO

M oo 9 & » K W N
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Sl. 1.1.4

NO | NO 8 3 NO | YES

NO | NO 5 NO 7 NO

NO | NO 5 NO 7 NO
NO | NO 8 NO | NO | YES

Sl 1.1.5

Zadatak 1.1.3

Projektovati automat sa kona¢nim brojem stanja koji ¢e prepoznavati sekvence jedinica i nula u
kojima je broj jedinica paran, a broj nula neparan.

Resenje

Trazeni automat prikazan je na Sl. 1.1.6. Za svaku od cetiri kombinacije parnosti i neparnosti
nula i jedinica u ulaznoj sekvenci uvedeno je posebno stanje. Ako, na primer, sekvenca sadrzi
paran broj nula i neparan broj jedinica, automat ¢e rad zavrsiti u stanju 1oddOeven.
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0 1 —

leven Oeven | levenOodd loddOeven | NO

lodd Oeven lodd0Oodd levenOeven | NO
leven Oodd | levenOeven loddOodd | YES
lodd Oodd loddOeven levenO0odd | NO

Sl 1.1.6

Prva vrsta predstavlja startno stanje, prazna sekvenca odgovara parnom broju i nula i jedinica.
Primetimo da se iz svakog ulaza u tabelu moze do¢i do stanja prihvatanja. Ovaj automat ne
poseduje stanje greske.

Zadatak 1.1.4

Projektovati automate sa kona¢nim brojem stanja nad ulaznom azbukom {0,1}, koji prepoznaju
tacno sledece sekvence simbola:

a) sve ulazne sekvence

b) nijednu ulaznu sekvencu

¢) sekvencu 101

d) samo praznu sekvencu.

Resenje

a) Da bi se sve sekvence prepoznale dovoljan je automat sa jednim stanjem (SI. 1.1.7):

0 1
A TAJA |1
Sl 1.1.7

Stanje A je istovremeno i stanje prihvatanja.

b) Automat koji ne prihvata nijednu ulaznu sekvencu prikazan je na SI. 1.1.8. Automat
poseduje samo jedno stanje — radi se o stanju odbijanja.

0 1
A |JAIJA |O
SL 1.1.8

¢) Automat za prepoznavanje sekvence 101 prikazan je na S1. 1.1.9.
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0 1
AJlE |B]|O
B|CJ|E|O

C|E|D]JO

D |E [E |1

E E|E|O
SL 1.1.9

A je startno stanje u kome se ocekuje pocetak niza simbola. Ako kao prvi simbol stigne nula
odmah se prelazi u stanje greske jer se ocekuje da sekvenca 101 stigne odmah a ne bilo gde u
nizu signala. Stanje D je neophodno da se izbegne prihvatanje duzih sekvenci koje pocinju sa
101.

d) Automat koji prihvata samo praznu sekvencu, odnosno ulaznu sekvencu duZine nula
simbola prikazan je na Sl. 1.1.10. Startno stanje A je stanje prihvatanja, a svi prelazi iz
stanja A su prelazi u stanje greske E.

SL. 1.1.10

Zadatak 1.1.5

Projektovati automat sa kona¢nim brojem stanja koji ¢e prepoznavati jednu od sledece tri
rezervisane re¢i ALGOL-a 60: STEP, STRING, SWITCH.

Resenje
Metodom numeracije simbola odredujemo stanja i prelaze.

STEP STRING SWI T C H
12345 12367 8 9 1 21011 12 13 14

Iz datog primera vidi se generalna strategija za dodavanje novih kljucnih reci. Nova rec se
dovede na ulaz postojeceg automata i procesira do kraja reci (tada se zavr$no stanje automata
proglasi stanjem prihvatanja) ili do trenutka kada automat prede u stanje greske. U ovom
drugom slucaju, uvode se nova stanja za prepoznavanje preostalog dela nove reci, a poslednji
primenjeni ulaz postojeceg automata, koji predstavlja prelaz u stanje greske, modifikuje se tako
da postaje prelaz u prvo od novih stanja.
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S T E P R I N G W C H

1 ]2 0
2 3 10 0
3 4 6 0
4 5 0
5 1
6 7 0
7 8 0
8 9 0
9 1
10 11 0
11 12 0
12 13 0
13 1410
14 1
E 0
Sl 1.1.11

Diskusija

Automat dobijen ovim postupkom nije nuzno minimalan. O¢igledno su stanja prihvatanja sva
ekvivalentna.

Ovaj prepoznava¢ samo daje 0 ili 1, a ne i informaciju koja je re¢ prepoznata. Ukoliko se zeli
napraviti procesor koji daje informaciju o tome koja je re¢ prepoznata, ulaznu azbuku treba
prosiriti markerom kraja —| i u istoimenoj koloni tabele prelaza ulaze koji odgovaraju stanjima
prihvatanja popuniti akcijama “STEP”, “STRING”, “SWITCH?”, a ostale ulaze akcijom “NO”.

Zadatak 1.1.6
Napisati (na paskaloidnom pseudojeziku) algoritam koji za proizvoljan deterministicki automat i

proizvoljnu ulaznu sekvencu odreduje najduzi prefiks ulazne sekvence koju zadati automat
prihvata. Da li se pri tome uvek mora procitati cela ulazna sekvenca?
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ReSenje

Modifikova¢emo algoritam rada kona¢nog automata () na taj nacin $to ¢e se pamtiti trenutno
dostignuta pozicija u ulaznom nizu kada god tekuée stanje postane neko od stanja prihvatanja.
Rad automata se zavrSava ili kada se procesira kompletna ulazna sekvenca, ili ako se prede u
stanje greske, u kom slucaju nema vise moguénosti ulaska u stanje prihvatanja u daljem
procesiranju ulaza, pa nije potrebno razmatrati ostatak ulaza. Po okoncanju rada, deo ulazne
sekvence od prve do poslednje zapaméene pozicije predstavlja trazeni prefiks. Sledi
modifikovani algoritam. Promenljiva teku¢a pozicija daje poziciju tekuéeg ulaznog simbola u
ulaznom nizu, a promenljiva pozicija_prihvatanja pamti poziciju dostignutu u poslednjem
dolasku u stanje prihvatanja.

tekuéa_pozicija :=0;
pozicija_prihvatanja := -1;
tekuée_stanje := S,
tekuéi_ulaz := prvi simbol ulazne sekvence;
while not (kraj ulazne sekvence ili tekuce stanje = stanje_greske)
if ( tekuce_stanje € P)
then pozicija_prihvatanja := tekuca_pozicija,
end if;
tekuée_stanje := 8( tekuée_stanje, tekuéi ulaz );
teku¢i_ulaz := slede¢i simbol ulazne sekvence;
tekuca_pozicija := tekuca_pozicija + 1;
end while;
if ( pozicija_prihvatanja=-1)
then ne postoji trazeni prefiks jer nije bilo prolaska kroz stanje prihvatanja;,
else
if ( pozicija_prihvatanja=0)
then trazeni prefiks je prazna sekvenca;
else trazeni prefiks je deo ulazne sekvence od
1. pozicije do pozicije_prihvatanja.
end if;
end if.

1.2. Minimizacija automata

Zadatak 1.2.1

Pronaci sva suvi$na stanja u automatu prikazanom na Sl1. 1.2.1.




16 1. Leksicka analiza

—| »| »| ™ o

T O m ™ Y a ®w »

P—

—
w| O Q| T 9| " ™| —«| =« Q] ©
T T = > —

Q O B —| »| I Q| = Q] Q] ©

SL. 1.2.1

Analiza problema

SuviSna stanja automata su ona stanja u koja se nikad ne moze sti¢i pod dejstvom ulaznih
simbola iz startnog stanja, to jest, stanja koja nemaju uticaja na rad automata. NajceSce se ne
radi samo o jednom suviSnom stanju ve¢ postoji skup suvisnih stanja unutar koga se moze
kruziti ali se u njega nikako ne moze do¢i iz pocetnih stanja. Postupak nalazenja suvi$nih stanja
je indirektan: zapravo se traZe sva stanja u koja se moze do¢i iz pocetnog.

Resenje

1. Startno stanje A ocigledno nije suvisno, a ni C, E i G jer se u njih moze sti¢i iz A
(pojavljuju se u vrsti A). Dakle skup dostiznih stanja je: {A, C, E, G}

2. Razmatramo redom elemente skupa dostiznih stanja da bismo odredili preostala dostizna
stanja. U vrsti C tabele prelaza pojavljuju se stanja J, A, H. Skup dostiznih stanja je:

{A,C,E, G, ], H}
Razmatramo vrstu E: postoje prelazi u E, J, H - skup dostiznih stanja se ne menja.
Razmatramo vrstu G: postoje prelazi u H, A, J - skup se ne menja.
Razmatramo vrstu J: postoje prelazi u B, H, G. Skup je: {A, C, E, G, J, H, B}

Razmatramo vrstu H: postoje prelazi u G, J, B - skup se ne menja.

NS AW

Razmatramo vrstu B: postoje prelazi u J, E, G - skup se ne menja. Posto su sva stanja iz
skupa dostiznih razmotrena, postupak se okoncava.

Znaci suvisna su stanja: {D, F, I} i mozemo jednostavno izbaciti odgovarajuce vrste iz tabele
prelaza.
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Zadatak 1.2.2

a) Dati primer dva ekvivalentna konacna automata M i N, gde jednom stanju automata N
odgovara viSe ekvivalentnih stanja automata M. Dokazati da primer zadovoljava uslove zadatka.

b) Dati primer dva ekvivalentna kona¢na automata M i N, gde automat M ima stanje koje nije
ekvivalentno ni sa jednim stanjem automata N. Dokazati da primer zadovoljava uslove zadatka.

Analiza problema

Stanje S, automata X ekvivalentno je stanju S, automata Y ako i samo ako automat X startujuci
od stanja S, prihvata tacno isti skup sekvenci kao i automat Y startujuci od stanja S,.

Ako stanja S, automata X i S, automata Y nisu ekvivalentna, onda postoji najmanje jedna
sekvenca koju automat X, polazeci iz stanja S, prihvata, a automat Y polaze¢i iz stanja S,
odbacuje, ili obratno, automat X, polazeéi od stanja S, sekvencu odbacuje, a automat Y,
polazec¢i od stanja S, je prihvata. Takva sekvenca naziva se sekvenca razlikovanja.

Operativna definicija na osnovu koje je moguce izvrsiti proveru ekvivalencije dva stanja je
sledeca: Stanja Sy i S, su ekvivalentna ako i samo ako su zadovoljeni:

1. Uslov kompatibilnosti - stanja S, i S, moraju oba biti ili stanja prihvatanja ili stanja
odbijanja.
2. Uslov propagacije - prelazi iz ovih stanja, za svaki ulazni simbol, moraju biti u medusobno

ekvivalentna stanja.

Dva automata su ekvivalentna ako i samo ako su im startna stanja ekvivalentna.

Resenje

a)

Na Sl. 1.2.2 prikazan je proizvoljan automat M koji ima dva ekvivalentna stanja B1 i C1 (oba
predstavljaju stanja prihvatanja i vrste B1 i C1 su identi¢ne tako da su zadovoljeni uslovi
kompatibilnosti i propagacije). Uklanjanjem stanja B i preimenovanjem istoimenog ulaza u
prvoj vrsti u C2 dobijamo automat N.

Ispitajmo da li su startna stanja ova dva automata ekvivalentna. Uslov kompatibilnosti je
zadovoljen, jer se radi o stanjima odbijanja. U cilju ispitivanja uslova propagacije belezimo
parove novih stanja za svaki od ulaznih simbola u takozvanu tabelu ekvivalencije stanja.

X y
Al,A2 | B1,C2 | C1,C2
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Automat M: Automat N:
X y X y
— Al | Bl Cl 0 S>A2] C2 | C2]0
B1 ]| Bl | Al 1 C2] C2 | A2 1

Cl| Bl | Al |1

S 1.2.2

Sada se problem svodi na ispitivanje ekvivalencije stanja B1 i C2, kao i stanja C1 i C2. Oba
para zadovoljavaju uslov kompatibilnosti jer se radi o stanjima prihvatanja. U cilju ispitivanja
zadovoljenosti uslova propagacije nastavljamo popunjavanje tabele ekvivalencije:

X y

Al,A2 | B1,C2 | C1,C2
B1,C2 | B1,C2 | Al, A2
Cl,C2 | B1,C2 | Al, A2

Posto se u tabeli nisu pojavili novi parovi stanja, popunjavanje tabele je zavrSeno. S obzirom da
nije doSlo do pojave parova nekompatibilnih stanja, zakljuCujemo da svi parovi iz tabele
predstavljaju medusobno ekvivalentna stanja. Dakle automati M i N su medusobno ekvivalentni,
a iz tabele vidimo da su stanja B1 i C1 automata M ekvivalentna sa stanjem C2 automata N
¢ime su zadovoljeni uslovi zadatka.

b)

Automatu M iz tacke a) dodacemo stanje D1, a automat N ostaje isti (S1. 1.2.3) .

Automat M: Automat N:

X y X y
— Al | Bl Cl 0 —>A2| C2 cC210
Bl | Bl Al 1 C2| C2 | A2 1

Cl| Bl | Al 1
D1| D1 | DI |O

Sl 1.2.3

Stanje D1 nije dostizno iz stanja Al, to jest nema uticaja na rad automata M, pa su automati M i
N ekvivalentni kao Sto je pokazano u tacki a). Stanje D1 nije ekvivalentno stanju C2 jer nije
zadovoljen uslov kompatibilnosti. Sto se tice para D1, A2 konstrukcijom tabele ekvivalencije:

X y
D1,A2 | DI,C2 | D1,C2
D1, C2

vidimo da uslov propagacije nije zadovoljen jer stanja D1 i C2 nisu medusobno ekvivalentna.
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Zakljucujemo da stanje D1 automata M nije ekvivalentno ni sa jednim stanjem automata N ¢ime
su zadovoljeni uslovi zadatka.

Zadatak 1.2.3

Pronaéi minimalne ekvivalentne tabele prelaza za svaki od zadatih automata.

0 1 X y

— Sl S1 S3 0 -1 4 1 1
S2 S7 S4 1 2 5 1 1
S3 S6 S5 0 3 4 5 0
S4 S1 S4 1 4 2 6 0
S5 S1 S4 0 5 1 7 0
S6 S7 S6 1 6 1 4 1
S7 S7 S3 0 7 2 5 1

(a) (b)

A C E L

— init Error C Error Error 0

C CA Error CE Error 0

CA Error Error Error CAL 0

CAL Error Error Error CALL |0

CALL Error Error Error Error 1

CE Error Error Error CEL 0

CEL Error Error Error CELL 0

CELL Error Error Error Error 1

Error Error Error Error Error 0

(c)
Sl. 1.2.4

Analiza problema

Ekvivalentni automat je onaj koji prihvata tac¢no isti skup sekvenci kao i polazni automat. Za
odredeni automat postoji mnogo razlicitih ekvivalentnih automata. Od interesa je medu takvim
automatima naéi onaj sa najmanjim brojem stanja. Takav automat nema suviSnih niti
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medusobno ekvivalentnih stanja (u suprotnom bismo mogli dobiti ekvivalentan automat sa
manje stanja uklanjanjem suvi$nih, odnosno zamenom svih medusobno ekvivalentnih stanja
jednim stanjem).

U skladu sa tim postupak minimizacije automata sprovodi se u slede¢im koracima:
a) uklanjanje suviSnih stanja (videti Zadatak 1.2.1);

b) nalazenje skupova medusobno ekvivalentnih stanja i zamena takvih skupova stanja sa po
jednim predstavnikom za svaki od skupova.

U okviru reSenja bi¢e demonstrirano vise naCina za sprovodenje koraka b) postupka
minimizacije.
ReSenje

a)

Razmotrimo prvi od zadatih automata. Najpre elimini$imo suvi$na stanja.. Dostizna stanja su
{S1, S35, Ss, S¢, S7, S4}, §to znaci da je stanje S, suviSno, pa ga izbacujemo iz tabele prelaza,
prikazane na Sl. 1.2.5.

0 1

-S| S S; |0
S| Sy Ss |1
S; ] Se Ss |0
Si] S Sy |1
Ss | S Sy |0
Se | S, Se |1
S, 1 S, S; |0

Sl 1.2.5

Prva varijanta postupka minimizacije:

Proveravamo ekvivalenciju stanja po parovima na nacin opisan u prethodnom zadatku. Potrebno
je razmotriti sve parove stanja.

1. par stanja: Sy, S;. Oba su stanja neprihvatanja. KonstruiSemo tabelu ekvivalencije.

0 1

Sl’ S3 Sb Sf) S3’ S5
Sla SG

Stanja S; i S¢ nisu ekvivalentna jer nisu kompatibilna pa ni S; i S; nisu ekvivalentna.

2. par stanja: S;, S4. Nisu kompatibilna, pa nisu ni ekvivalentna.
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3.

10.
11.

12.
13.
14.

15

par stanja: S;, S5 — kompatibilna stanja. Tabela ekvivalencije glasi:

0 1

Si, Ss S S5, S4
S3a S4

Stanja S; i S, nisu ekvivalentna jer nisu kompatibilna pa ni S, i Ss nisu ekvivalentna.
par stanja: S, S¢. Nisu kompatibilna, pa nisu ni ekvivalentna.
par stanja: Sy, S; — kompatibilna stanja. Tabela ekvivalencije glasi:

0 1

S1, 87 S1, 87 S;

Tabela je kompletirana, $to znaci da su stanja S i S; ekvivalentna.
par stanja: S;, S, — nekompatibilna stanja, pa nisu ni ekvivalentna.
par stanja: S;, S5 — kompatibilna stanja. Tabela ekvivalencije glasi:

0 1

S3, Ss S1, Se Ss, S4

Stanja S; i S¢nisu kompatibilna, pa ni stanja S; i Ss nisu ekvivalentna.
par stanja: S3, Sg. Nisu kompatibilna, pa nisu ni ekvivalentna.

par stanja: S;, S;. Nisu ekvivalentna jer su S i S; ekvivalentna, a S; i S3 nisu kako je ranije
utvrdeno.

par stanja: Sy, Ss. Nisu kompatibilna, pa nisu ni ekvivalentna.
par stanja: Sy, Sg - kompatibilna stanja. Tabela ekvivalencije glasi:

0 1

S4. Se Si,87 | S4,S6

Kako su S; i S;ekvivalentna to sui S, i S ekvivalentna.
par stanja: Sy, S;. Nisu kompatibilna, pa nisu ni ekvivalentna.
par stanja: Ss, S¢. Nisu kompatibilna, pa nisu ni ekvivalentna.

par stanja: Ss, S;. Nisu ekvivalentna jer su S; i S; ekvivalentna, a S; i S5 nisu kako je ranije
utvrdeno.

par stanja: Sg, S;. Nisu kompatibilna, pa nisu ni ekvivalentna.

Svi parovi su ispitani i utvrdeno je da su medusobno ekvivalentni parovi stanja S;, S71 S4, S, te
svaki od parova mozemo zameniti jednim stanjem. Obelezimo stanja na slede¢i nacin:
A={Sy,S7}, B={S4, S¢}, C = S;, D = Ss5. Rezultuju¢i minimalni automat prikazan je na Sl.
1.2.6.
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0 1
—>A A C 0
A B 1
B D 0
A B 0
Sl 1.2.6

Druga varijanta postupka minimizacije (particioni metod):

Ovaj metod zasniva se na Cinjenici da je ekvivalencija stanja relacija ekvivalencije, Sto znaci da
se prema ovoj relaciji skup svih stanja deli na medusobno disjunktne podskupove. U svakom
podskupu su stanja koja su medusobno ekvivalentna. Da bismo nasli podelu skupa stanja prema
ovoj relaciji, primenjujemo iterativan postupak u viSe koraka, u svakom koraku rafiniramo
podelu skupa stanja dok ne dobijemo kona¢nu podelu.

1° Inicijalno, skup stanja delimo na dva podskupa - u jednom se nalaze sva stanja prihvatanja, a
u drugom sva stanja odbijanja, u skladu sa optimisticCkom pretpostavkom da su ekvivalentna ona
stanja koja zadovoljavaju uslov kompatibilnosti. Ova dva skupa ¢ine pocetnu particiju.

Py =({S1, S5, Ss, S7}, {S4, S¢})

2° U narednim koracima pokuSavamo da dalje razbijemo pojedine skupove stanja, utvrdujuci
koja stanja ne zadovoljavaju uslov propagacije. Prvo ¢emo razmotriti skup stanja {S;, S;, Ss,
S,} i prelaz iz ovih stanja za ulazni simbol 0 (S1. 1.2.7).

O O N
{S1,Ss, Ss, S7}, {S4, Se}
NO%

SIL 1.2.7

Prelazi iz stanja Sy, Ss, S; vode u prvi skup za ulazni simbol 0 a iz stanja S; u drugi skup - to
znaci da S; ne moZze biti u istom skupu sa stanjima S,, Ss, S; jer sigurno ne zadovoljava uslov
propagacije. Druga particija je:

Py =({S1, Ss, S}, {Ss}, {S4, S})

Prelazi iz Sy, Ss, S; pod dejstvom nule zavrSavaju u istom skupu, pa treba razmotriti prelaze za
ulazni simbol 1 (SI. 1.2.8).
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—_

1
{81, Ss, S}, {Ss}, {S4, Se}

SL 1.2.8
Pod dejstvom jedinice iz S; i S; ide se u drugi skup, a iz Ss u tre¢i skup. Znaci skup {S;, Ss, S7}
razbijamo na skupove {S;, S;} 1 {Ss}.

P> =({S1, S7}, {Ss}, 1S3}, {S4, Se})

Dalje posmatramo prelaze iz {S;, S;} pod dejstvom 0 i 1 i vidimo da prelaze u iste skupove.
Isto vazi i za prelaze iz {S,, S¢}. Sada se vidi da je P, istovremeno i zavrSna particija. Stanja
koja su se nasla u istim skupovima u P, su medusobno ekvivalentna.

b)

Razmotrimo drugi automat (SI. 1.2.9).

Xy

>1]| 4 1 |1

2| s 1 |1

3[4 |5 Jo

4l 2 [6 |o

s 7 o

6| 1 4 |1

712 15 |1
SI 1.2.9

Stanja 1, 4, 2, 6, 5 1 7 nisu suvi$na — znaci suvi$no je stanje 3. Minimizaciju radimo metodom
particija:

Pe=({1,2,6,7}, {4,5})
Pod dejstvom ulaza x iz stanja 6 i 7 prelazi se u stanja iz drugog skupa particije Py, a iz stanja 1

i 2 prelazi se u stanja iz prvog skupa iste particije. Deobom prvog skupa particije Py dobija se
particija Py:

PIZ({I,Z}, {6’ 7}’ {43 5})
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Ispitivanjem prelaza za svaki ulazni simbol moze se utvrditi da dalje razbijanje nije moguée, to
jest, P je zavrSna particija. Novi automat, prikazan na Sl. 1.2.10, ima samo tri stanja A = {1, 2},
B=1{6,7}1C= {4, 5}.

X y
—->A| C A 1
A C 0
A B 1
S1.1.2.10
©)
Treci automat (SI. 1.2.11) nema suviSnih stanja.
A C E L
— init | Error C Error | Error

C CA Error CE Error
CA | Error | Error | Error CAL

(=R = N )

CAL | Error | Error | Error | CALL

CALL | Error | Error | Error Error 1

CE | Error | Error | Error CEL

S O

CEL | Error | Error | Error CELL

CELL | Error | Error | Error Error 1

Error | Error | Error | Error Error 0

Sl 1.2.11

Postupkom minimizacije utvrduje se da su ekvivalentna stanja: {CALL, CELL}, {CAL, CEL} i
{CA, CE}. Sada se jasno vidi da su stanja ekvivalentna ako automat, startujuci iz svakog od tih
stanja, prihvata isti skup ulaznih sekvenci.

Diskusija

Zadatak 1.7.2 ilustruje programsku realizaciju postupka minimizacije particionim metodom.

Zadatak 1.2.4

Projektovati minimalni deterministicki konacni automat koji prepoznaje FORTRAN-sku REAL
deklaraciju (iskljucuju¢i samu re¢ REAL). Primer ispravne REAL deklaracije je:
REAL A ,B,C(1,2),D
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Pretpostaviti da su promenljive jednoslovne, konstante jednocifrene, razmak proizvoljan, da se
deklaracija navodi u jednom redu i da se ulazna azbuka sastoji od sledecih Sest simbola:

promenljiva konstanta () , razmak
ReSenje
Pogledajmo jednu REAL deklaraciju i prepoznajmo stanja :

REALAOO,B,OC(1 , O2)
2 A A N A MY
X R KBERRE XL 5O & 5O

Stanja se mogu re¢ima opisati na slede¢i nacin:
znak razmaka

pocetno stanje; ¢eka se promenljiva

stanje prihvatanja; deklarisana promenljiva

bio zarez; ¢eka se promenljiva

< | =1 0O

bila zagrada; ¢eka se konstanta

o

¢eka se zarez ili ©)”

I+

Ceka se sledeca konstanta

"

bila ©)”; ¢eka se zarez

Tabela prelaza automata prikazana je na Sl. 1.2.12. Prazni prelazi predstavljaju prelaze u stanje
greske E koje po konvenciji nije prikazano u tabeli.

promenljiva konstanta  ( ) , 0O
1 2 110
2 4 3 121
3 2 310
4 5 410
5 7 6 |5]0
6 5 610
7 3 1711

SL 1.2.12: Tabela stanja/prelaza

Sprovedimo postupak minimizacije dobijenog automata. Sva stanja automata dostizna su iz
startnog stanja. Za pronalazenje eventualnih ekvivalentnih stanja koristimo metod particija.

e Inicijalno delimo stanja na stanja prihvatanja i stanja neprihvatanja:

Po=({1,3,4,5,6,E}, {2,7})



26 1. Leksicka analiza

e Ako unutar jedne particije, stanja za isti ulaz prelaze u isti skup, ta stanja su ekvivalentna.
Razmatramo P, za ulaz promenljiva: P, = ({1, 3}, {4,5, 6, E}, {2,7})
Razmatramo P; za ulaz ): P, = ({1, 3}, {4, 6, E}, {5}, {2, 7})
Razmatramo P, za ulaz konstanta: Py = ({1, 3}, {4, 6}, {5}, {2, 7}, {E})
Razmatramo P; za ulaz (: P, = ({1, 3}, {4, 6}, {5}, {2}, {7}, {E})

Proverom P, za sve ulazne simbole zaklju¢ujemo da smo dobili kona¢nu particiju, Sto znaci da
su ekvivalentna stanja 113, kaoi416.

Uz preimenovanja stanja {1, 3} = A, {4, 6} =B, {5} =C, {2} =D, {7} = E minimalni automat
prikazan je na S1. 1.2.13.

promenljiva  konstanta  ( ) , O
A D AloO
B C B|O
C D|{B|C]O
D B D 1
E A | E 1

SI. 1.2.13: Minimalni automat

Zadatak 1.2.5

a) Konstruisati minimalni deterministicki konac¢ni automat koji prepoznaje rimske brojeve od I
(1) do LXXXIX (89).

b) Navesti skup rimskih brojeva za koje sva stanja automata dobijenog u tacki a) bivaju bar
jednom posecena.

Analiza problema

Zadatak se moze reSiti odvojenom konstrukcijom automata za jedinice, preciznije za skup
brojeva J = {¢, I, II, 1L, IV, V, VI, VII, VIII i IX} i za dekade, odnosno za skup D = {g, X, XX,
XXX, XL, L, LX, LXX, LXXX}. Trazeni skup brojeva R =D x J dobija se kao Dekartov
proizvod skupova D iJ.

Drugim re¢ima, svaka od sekvenci koje prepoznaje trazeni automat dobija se nadovezivanjem
odredene sekvence koju prepoznaje automat za jedinice na sekvencu koju prepoznaje automat
za dekade. Zadatak 1.3.6 demonstrira postupak konstrukcije automata za prepoznavanje skupa
R na osnovu automata za skupove D i J, koji ¢e biti primenjen i u ovom slucaju.
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ReSenje

a)

Automat za prepoznavanje skupa jedinica J, prikazan je na Sl. 1.2.14(a) a automat za dekade D,
prikazan je na Sl. 1.2.14(b).

I \Y X X L

S I v 1 S, X L 1
I II v | IX |1 X XX XL |1
Iy Hur 1 XX | XXX 1
III 1 XXX 1
v 1 XL 1
V] VI 1 L LX 1
VI| VI 1 LX | LXX 1
VII | VIl 1 LXX | LXXX 1
VIII 1 LXXX 1

IX 1

(2) (b)
Sl 1.2.14

Na osnovu ovih automata konstruiSemo jedinstveni nedeterministicki automat (Sl. 1.2.15).
Ulazna azbuka novog automata {I, V, X, L} je unija ulaznih azbuka polaznih automata. Skup
stanja novog automata odgovara uniji skupova stanja polaznih automata. Funkcija prelaza
novog automata definisana je tako da ukljucuje sve prelaze izmedu stanja koji se pojavljuju u
polaznim automatima, pri ¢emu su dodati prazni prelazi od zavr$nih stanja automata za
prepoznavanje dekada ka startnom stanju automata za prepoznavanje jedinica. Startno stanje
novog automata odgovara startnom stanju automata za prepoznavanje dekada, a zavr$na stanja
odgovaraju zavr$nim stanjima automata za prepoznavanje jedinica.

Standardnim postupkom odredivanja deterministickog ekvivalenta automata sa Sl. 1.2.15,
dobija se automat na Sl. 1.2.16. Ukoliko za startno stanje ovoga automata uvedemo novu
oznaku S, a ostala stanja preimenujemo prema prvim elementima odgovarajuéih skupova koji
predstavljaju pojedina stanja, pa zatim sprovedemo postupak minimizacije, dobija se automat sa
S1. 1.2.17. Startno stanje naknadno je proglaseno stanjem odbijanja da automat ne bi prihvatao
praznu sekvencu.
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—)Sz

XX
XXX
XL

LX
LXX
LXXX
S

II
I
v

VI
VIl
VIl
IX

I v X L €
X L S 0
XX XL S 0
XXX S 0
S 0
S 0
LX S 0
LXX S 0
LXXX S 0
S 0
I v 1
II v IX 1
III 1
1
1
VI 1
VII 1
VIII 1
1
1

Sl 1.2.15
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I \% X L

- {S5, 81} {L} {V} {X, S} {L, Si} 1

{L} {11} {1V} {IX} 1

{V} {VI} 1

(X, S} {1} (v} (XX, S} (XL,S;+ |

(L, S} (1 vV} (LX, S} 1

{11} {111} 1

IV} 1

(IX} 1

V1 (VII} 1

(XX, S} (1 vV} (XXX, S} 1

(XL, S} {1 (v} 1

(LX, S} {1 vV} {LXX, S} 1

{111} 1

(VII} (VIIT} 1

(XXX, S} (1 vV} 1

(LXX, S} {1 (v} (LXXX, S} 1

(VIIT} 1

{LXXX, S} (I vV} 1
SL 1.2.16

b) Sekvenca LXXXVIII izaziva redom obilazak stanja {S}, {L}, {LX}, {XX, LXX}, {XXX,
XL, LXXX}, {V}, {VI}, {II, VII} i {III, IV, VIIL, IX} automata sa SL. 1.2.17.

Sekvenca XIL izaziva redom obilazak stanja {S}, {X}, {I} i stanja greske.

Navedene dve sekvence pokrivaju sva stanja rezultujuceg automata.
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I \% X L
{S} {L {V} {X} {L} 0
ol aoviy [V, viLIx; | (v, viLIx 1
{V} VI 1
(X} {1} vV} (XX,LXX}  [{XXXXLLXXH1
{L} {I {V} {LX} 1
(L VI {IILIV,VIILIX 1

}
(IILIV, VIILIX} 1
vl v 1
{XX,LXX} {1 vV} (XXX, XL,LXXX} 1
{XXX,XL,LXXX} (1 vV} 1
(LX} (1 V1 (XX, LXX} 1
S 1.2.17

Zadatak 1.2.6

a) Ispitati da li su automati sa Sl. 1.2.18.(a) i SI. 1.2.18.(b) ekvivalentni. Ako nisu, navesti
sekvencu razlikovanja.

b) Odrediti minimalni ekvivalent automata sa Sl. 1.2.18.(b).

a b ¢ a b ¢
- A B|C]|oO - P Q| S|o
B[B | F 1 Q[RrR|U 1
C 1 R[Q|U 1
D| D 1 S 1
E 0 T 1
F| B 0 Ul R | R 0
(a) (b)

S1. 1.2.18
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ReSenje

a)

Jedan nacin reSavanja problema bio bi putem ispitivanja ekvivalencije startnih stanja ova dva
automata (videti Zadatak 1.2.2). Ovde ¢emo primeniti alternativni nacin, tako S$to ¢emo oba
automata minimizovati, a zatim utvrditi identi¢nost tako dobijenih minimalnih automata.

Automat (a):
Formiranje skupa dostiznih stanja: {A}.
{A, B, C}.
{A,B, C,F} — kraj
Nedostizna su stanja D i E.
Ekvivalentna stanja (particioni metod):
P=({A,F}, {B,C})
Delimo particiju Py posmatrajuéi prelaze za ulaz a:
Pi=({A}, {F}, {B}, {C}) — kraj

Stanje greske koje nije posebno navedeno nije ekvivalentno ni sa jednim drugim stanjem.

a b c
A B C 0
B B F 1
C 1
F B B 0

SL 1.2.19: minimalni ekvivalent automata (a)

Automat (b):
Dostizna stanja: {P}.
{P,Q, S}.
{P,Q, S, U} — kraj
Nedostizno je stanje T.
Ekvivalentna stanja:
Pe=({P, U}, {Q, R, S})
P=({P}, {U}, {Q, R}, {S})
P=({P}, {U}, {Q, R}, {S}) — kraj

Stanja Q i R su ekvivalentna.
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a b c
P X S 0
X X U 1
S 1
U X X 0

SL 1.2.20: Minimalni ekvivalent automata (b)

Ocigledno je da su ova dva minimalna automata potpuno ista, pri ¢emu treba uzeti: A = P,
B=X, C=S1iF = U. Posto su im minimalni ekvivalentni automati identi¢ni, sledi da su i
polazni automati medusobno ekvivalentni.

b)

Minimalni ekvivalent automata sa Sl. 1.2.18.(b) odreden je u tacki a) reSenja i prikazan na Sl.
1.2.19.

1.3. Nedeterministicki automati

Zadatak 1.3.1

Opisati postupak kojim se za proizvoljni nedeterministi¢ki automat i proizvoljnu sekvencu
ulaznih simbola utvrduje da li je automat prihvata. Demonstrirati postupak za sekvencu abcacbc
i automat sa S1. 1.3.1.

a c
—-A| AB,C C E 0
—->B E A E 0
—-C| CA C,B D 1
D D D B,A |0
E E E E 0

SL. 1.3.1

Analiza problema
Nedeterministicki kona¢ni automat opisan je uredenom petorkom (S, U, 3, S,, P) gde:

e S predstavlja skup stanja automata, u konkretnom sluc¢aju S = {A, B, C, D, E}; stanjima su
obelezene vrste tabele prelaza automata prikazane na Sl. 1.3.1;
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e U predstavlja skup ulaznih simbola (azbuku automata), u konkretnom sluc¢aju U = {a, b, c};
ulazni simboli obelezavaju kolone tabele prelaza.

e &:Sx(Uu {e}) > P(S) predstavlja funkciju prelaza (P - partitivni skup); za svako stanje i
svaki ulazni simbol definiSe skup Sy < S moguéih novih stanja u koje automat moze preci
iz stanja s € S za ulazni simbol u € U ili za simbol prazne sekvence ¢; u konkretnom
slucaju, funkcija § zadata je tabelom prelaza prikazanom na SI. 1.3.1; u ulaz tabele u vrsti X
i koloni Y upisana je vrednost 3(X,Y);

e S, c S je skup startnih stanja automata (stanja iz koga moze poceti rad). U konkretnom
slucaju S, = {A, B, C}; startna stanja automata se po konvenciji oznacavaju strelicama.

e P c Spredstavlja skup stanja prihvatanja, u konkretnom slucaju P = {C}. Stanja iz skupa S-
P nazivaju se stanjima odbijanja. Na Sl. 1.3.1 stanja prihvatanja oznacena su jedinicom
desno od odgovarajuce vrste tabele prelaza, a stanja odbijanja nulom.

Za razliku od deterministickih automata, nedeterministicki automati mogu imati veéi broj
startnih stanja. Takode, prelazi iz odredenog stanja za odredeni ulazni simbol mogu biti u jedno
od veéeg broja moguéih stanja onako kako je definisano funkcijom prelaza . Neki
nedeterministicki automati takode mogu imati prelaze pod dejstvom simbola ¢€; pri takvim
prelazima tekuc¢i ulazni simbol se ne menja.

Nedeterminizam automata odgleda se u tome da je za odredenu ulaznu sekvencu mogucée izvesti
viSe razli¢itih scenarija promene stanja, pocevsi od nekog od startnih stanja. Na primer, za dati
automat i sekvencu ab neki od mogucih scenarija su:

At a— b e

A—2 gD A

A—a—>C—b—>C

A—a—>C—b—>B

B—a—>E—b—>E,

itd.

Vidimo da je zavr$no stanje u nekim scenarijima stanje prihvatanja C, a u ostalim neko od stanja
odbijanja. Po definiciji, nedeterministicki automat prihvata ulaznu sekvencu ako je moguce
pronaci scenario promene stanja od nekog od pocetnih stanja do nekog od stanja prihvatanja. U
konkretnom slucaju sekvenca ab se prihvata.

Resenje

Da bismo utvrdili da li nedeterministi¢ki automat prihvata odredenu sekvencu, moramo voditi
evidenciju, u svakom koraku rada automata, o skupu svih mogucih stanja u kojima se automat
moze nalaziti, prema slede¢em algoritmu:
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tekuéi_skup_stanja :=S;
tekuéi ulaz := prvi simbol ulazne sekvence;
while not (kraj ulazne sekvence)
novi_skup_stanja := ;
for (V s € tekuéi_skup_stanja)
novi_skup_stanja :=novi_skup_stanja U (s, teku¢i_ulaz);
end for;
tekuéi_skup_stanja :=novi_skup_stanja;
tekuéi_ulaz := novi simbol ulazne sekvence;
end while;
if (teku¢i_skup stanja N P # )
then ulazna sekvenca se prihvata;
else ulazna sekvenca se ne prihvata;

end if.

Dakle, novi skup stanja je unija svih rezultujuéih skupova kod primene funkcije prelaska 6 na
svako od stanja u teku¢em skupu stanja. Ovakva procedura odredivanja skupa mogucih stanja
primenjuje se za svaki simbol ulaznog niza. Sekvenca se prihvata ukoliko se u zavrsnom skupu
stanja nalazi bar jedno stanje prihvatanja.

Za automat sa Sl. 1.3.1 i sekvencu abcacbe formiraju se sledeci skupovi stanja:

{A,B,C}—5{A,B,C,E}—2»{A,B,C, E} —5{D, E} —
——{D, E}—5{A, B, E}—2{A, C,E}—{D, E}
Sekvenca se, prema tome, ne prihvata.
Diskusija

Zadatak se moze alternativno reSiti odredivanjem ekvivaletnog deterministiCkog konacnog
automata zadatom nedeterministiCkom automatu (vidi Zadatak 1.3.2). Prethodna procedura
nalaZzenja skupova stanja se moze shvatiti kao odredivanje dela funkcije prelaza ekvivalentnog
deterministickog automata za konkretnu ulaznu sekvencu.

Zadatak 1.3.2

Odrediti deterministicki kona¢ni automat ekvivalentan datom nedeterministickom automatu (SI.
1.3.2).

X y z
—A| AD C A 0
B A,B 0
—->C C,D 1
D D C A 1
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Analiza problema

Svako stanje deterministickog automata ekvivalentnog polaznom nedeterministickom automatu
je skup onih stanja nedeterministickog automata u kojima se isti moze naéi u datom trenutku
procesiranja ulazne sekvence. Tabela prelaza deterministickog automata odreduje se na sledeci
nacin:

L.

Startno stanje deterministickog automata odreduje se kao skup startnih stanja
nedeterministickog automata. Obeleziti prvu vrstu tabele ovim stanjem.

2.  Izabrati nepopunjenu vrstu tabele oznacenu stanjem S.

3. S je stanje prihvatanja ako sadrzi bar jedno stanje prihvatanja nedeterministickog automata,
u suprotnom radi se o stanju odbijanja.

4. Svaki ulaz u izabranoj vrsti tabele popunjava se na slede¢i nacin: za svaki ulazni simbol u
odrediti skup S'= US(s,u), gde je O funkcija prelaza nedeterministickog automata. Ulaz

sesS

tabele u vrsti S i koloni u popuniti sa S’. Ako nijedna vrsta tabele prelaza nije oznacena sa
S’, oznaciti novu vrstu tabele prelaska sa S’.

5. Ako postoji nepopunjena vrsta tabele, pre¢i na korak 2. U suprotnom, konstrukcija
automata je zavrsena.

Resenje

Sprovodenjem opisane procedure za dati automat dobija se ekvivalentan deterministicki
konacan automat prikazan na Sl. 1.3.3(a). Stanju greSke odgovara prazan skup stanja
nedeterministickog automata {}. Rezultuju¢i automat uz preimenovana stanja M = {A, C},

N={A,D},0={C,D},P={A}, Q= {C} iR = {D} prikazan je na Sl. 1.3.3(b). Prazni prelazi
odgovaraju stanju greske.
X y z X y z
—>{A,C}| {A,D} | {C,D} | {A} |1 ->M N 0] P 1
{A,D} | {A,D} {C} {A} |1 N N Q P 1
{C,D} {D} {C,D} | {A} |1 0] R 0) P 1
{A} | {A,D} {C} {A} 10 P N Q P 0
G5 U oy | U |1 Q 0 1
D} [ {D} i A1 R R Q Pl
{4 {} { 10
(a) (b)

Sl 1.3.3
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Zadatak 1.3.3

Projektovati maSinu sa konacnim brojem stanja koja prihvata reci koje se mogu saciniti od
komponenti AN, ANTN, TNN i NF. Ponavljanje komponenti je dozvoljeno ali ne i
preklapanje.

Analiza problema

Sastavljene reci iz komponenti znaci da se na primer prihvata: ANNF, ANTNTNN, ANANNF.
Preklapanja nisu dozvoljena §to znaci da se ne prihvataju sekvence: ANF, ANTNN, TNNF.
Primeni¢emo metod numeracije simbola, pri ¢emu ¢emo i¢i na konstrukciju nedeterministickog
automata jer ako bi se radilo sa deterministickim bilo bi jako teSko prepoznati npr. ANTNNF —
teSkoce nastaju jer se ne zna koje su reci prepoznate dok ne stigne poslednje slovo.

ReSenje

Uvedimo stanja nedeterministickog automata:
ulaz | AN ANTN T NN NF

stanja |SO Al Nl A2 Nz Tz N3 T3 N4 N5 N6 F]

U postupku odredivanja stanja svaka re¢ je posmatrana zasebno. Uvodimo S, kao jedinstveno
pocetno stanje jer je to lakSe za posao konverzije nego da imamo 4 pocetna stanja.
Nedeterministi¢ki automat prikazan je na Sl. 1.3.4.(a). Sva stanja prihvatanja ekvivalentna su sa
pocetnim stanjem ¢ime se omogucava ponavljanje re¢i. Zato je ova stanja moguce zameniti u
tabeli pocetnim stanjem kao na SI. 1.3.4.(b), ¢ime se uproS¢ava postupak odredivanja
ekvivalentnog deterministickog automata (Zadatak 1.3.2).

A N T F A N T F

=S| ALA | Ng | T, 1 ->So | ALAy | Ng | Ty 1

A N, 0 A So 0

Ni| ALA, | Ng | T, 1 A, N, 0

Ay N, 0 N, T, 0

N, T, 0 T, So 0

T, N; 0 T, Ny 0

N3 | AL,A, | Ng | T, 1 Ny So 0

T, Ny 0 Ng So |0

Ny N; 0 (b)

Ns| A, A2 | Ng | T 1

Ne F, |0

Fil ALA, | Ng | T, 1

(a)

Sl. 1.3.4
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Ekvivalentni deterministicki automat prikazan je na Sl. 1.3.5(a). Dobijeni automat je ujedno i
minimalan. Na Sl. 1.3.5(b) prikazan je isti automat uz preimenovana stanja Sy= {So},
Ax: {Alv AZ}) N6: {Nﬁ}a TZ = {Tz}, N2 = {SO» NZ}a N4: {N4}9 sz {Tla T2}9 NX = {SO, N4}5
N6 = {So, N¢} 1 praznim ulazima koji odgovaraju stanju greske {}.

A N T F A N T F

— {So} | {AL Ay} {Ne} {T,} {} I —>So|A [Ne [T 1
{A1, A} {} {So, No} {} {4 |0 A N, 0
{Ne} {} {} {} {So} 10 N So |0
{T2} {} {N4j {} {4 |0 T, Ny 0
{} {} {} {} {4 |0 No | Ax | Ng | Ty 1
{So, No} | {AL, Ay} {Ne} {Ty, T2} {} 1 Ny So 0
{N4} {} {So} {} {4 |0 T« Ny 0
{Ty, To} {} {So, Nu} {} {4 |0 Nx| Ax | N | Ts 1
{So, N4} | {A1, Ay} {So, N} {T,} {} 1 NelAx | Ng | T2 |So |1

{So, Noj | {A1, A} {Ne} {T2} {So} |1

(a) (b)
SL 1.3.5

Zadatak 1.3.4

Odrediti minimalni kona¢ni deterministicki automat koji prihvata one i samo one ulazne
sekvence koje NE prihvata nedeterministicki kona¢ni automat sa slike Sl. 1.3.6, sa startnim
stanjima A i B.

a b
—> Al C E |0
—>B| B D |1
Cl] E E |1
D] E F |0
E|l E E |0
F| F F |1

Sl 1.3.6
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ReSenje

Prevodenjem zadatog nedeterministickog konacnog automata u deterministicki dobijamo
automat prikazan na S1. 1.3.7(a). Isti automat sa preimenovanim stanjima prikazan je na slici SL
1.3.7(b).

a b a b
—-M={AB} | {B,C} | {D.E} |1 —->M| N O |1
N={B,C} | {B.E} | {D.E} |1 N[ P [ 0|1
0O={D,E} {E} {EF} |0 ol Q R |0
P={B,E} | {B.E} | {D,E} |1 P| P O |1
Q={E} | {E} {E} |0 Ql Q| Q[o
R=(EF} | {(EF} | {(EF} |1 R R | R |1
(a) (b)

SL. 1.3.7
Skup dostiznih stanja automata sa Sl. 1.3.7(b) je {M,N,O,P,Q,R}, dakle nema nedostiznih
stanja. Sprovodimo minimizaciju particionim metodom:
Po=({M,N,P,R},{0,Q})
Deljenjem particije Py za ulaz b dobijamo P;:
P, =({M.N,P},{R},{0,Q})

Ispitivanjem za sve ulazne simbole zakljucujemo da dalje deljenje nije moguce. Stanja M, Ni P
su ekvivalentna. i u minimalnom automatu na Sl. 1.3.8 ova stanja predstavljena su stanjem X.

a b
->X| X (0] 1
(0] Q R |0
Q| Q Q [0
R R R 1
SL. 1.3.8

Dobijeni automat prihvata isti skup sekvenci kao i zadati automat. Da bismo dobili automat koji
prihvata komplement toga skupa, odnosno koji prihvata sve sekvence koje zadati automat
odbija, a odbija sve sekvence koje zadati automat prihvata, stanja prihvatanja proglasavaju se
stanjima odbijanja i obrnuto, ¢ime dobijamo automat prikazan na Sl1. 1.3.9.
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a b
->X| X (0] 0
(0) Q R 1
Q| Q Q |1
R R R 0
SL 1.3.9

Diskusija reSenja

Koraci 2 i 3 mogu se medusobno zameniti ali ne i koraci 1 i 3. Proglasavanjem stanja
prihvatanja za stanja odbijanja i obrnuto kod nedeterministic¢kog automata ne bi se postiglo
komplementiranje skupa sekvenci koje se prihvataju.

Zadatak 1.3.5

a) Opisati ulazne skupove S; i S, koje prihvataju automati (a) i (b) sa slike SI. 1.3.10.
Projektovati nedeterministicki automat koji prihvata skup S; U S,.

b) Prona¢i minimalni deterministi¢ki automat koji odgovara dobijenom nedeterministickom

automatu.
0 1 0 1

>Al G B, 1 ->A | D B, |0

B, | B C 1 B,| G C |0

C C C 0 C, D, D, 1

D,| D, D, 10

(a) (b)
S1. 1.3.10

Analiza problema

Opstija formulacija problema glasi: dokazati da je skup regularnih jezika (odnosno jezika koji
mogu biti opisani kona¢nim automatima) zatvoren u odnosu na operaciju unije. Drugim re¢ima,
potrebno je dokazati da je jezik Lp koji se dobija operacijom unije proizvoljna dva regularna
jezika L; i L,, takode regularan. Operacija unije jezika, svodi se na uniju skupova, s obzirom da
su jezici skupovi sekvenci.

Dokaz sprovodimo konstrukcijom, na osnovu zadatih automata, rezultujuceg automata ¢iji jezik
predstavlja uniju jezika zadatih automata.

Procedura konstrukcije je opsta i ne zavisi od konkretnih automata:
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e  Skup ulaznih simbola novog automata je unija skupa ulaznih simbola polaznih automata.
e  Skup stanja novog automata je unija skupova stanja polaznih automata.

e Funkcija prelaza novog automata sadrzi sve prelaze koji postoje medu stanjima polaznih
automata.

e  Skup startnih stanja novog automata je unija skupova startnih stanja polaznih automata, u
konkretnom slucaju radi se o skupu {A;, A,} Sto ¢ini novi automat nedeterministickim.

e Skup stanja prihvatanja novog automata je unija skupova stanja prihvatanja polaznih
automata.

Nije teSko utvrditi da novi automat prihvata sve sekvence koje prihvata bilo koji od datih
automata i nijednu drugu sekvencu, ¢ime se dokazuje zatvorenost operacije unije nad
skupovima jezika kona¢nih automata.

Resenje

a)

Rezultujuéi nedeterministicki automat prikazan je na SI. 1.3.11.(a).
b)

Za dobijeni automat odredujemo ekvivalentan deterministicki automat (videti Zadatak 1.3.2),
prikazan na Sl. 1.3.11.(b).

0 1 0 1
A | C B, |1 - {A, Ay} | {Ci, Dy} {By, By} 1
B, | B C |1 {C, Dy} | {Ci, Dy} {Cy, Dy} 0
C | G Cilo {B, By} | {B,Cy} {Cy, Cy} 1
A, | D, | B |]O {B1,Cy} | {Bi1,Dy} {Cy, Dy} 1
B, G| G |O {CLCo} | {Ci,Dy} | {C,Dy} | 1
C| Dy | Dyl {Bi.D2} | {Bi,D2} | {Ci,Dy} | 1
D,| D, | D |0 (b)
(a)
SIL 1.3.11

Uz preimenovana stanja i uklonjeno mrtvo stanje {C;, D,} dobija se automat na Sl. 1.3.12.(a), a
njegovom minimizacijom (stanja D i F su ekvivalentna) automat na Sl1. 1.3.12.(b).
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0 1 0 1
sAlB|cC 1 sAlB|C]1
B[B|[B]|o B[B|B]o
c[plE]1 c[op|E]|1
p|F |[B]|1 p|[p|[B]|!
E[B|B]|1 E[B|B]1

Flr|B|1 (b)

(a)
SI. 1.3.12

Zadatak 1.3.6

Konstruisati minimalni deterministi¢ki kona¢ni automat koji prihvata sve i samo one sekvence
oblika s;s, gde je s; sekvenca koju prihvata automat sa Sl. 1.3.13.(a), a s, sekvenca koju
prihvata automat sa SI. 1.3.13.(b).

a b b c
-0 1 1 —>A| B C |0
1 2 1 0 B| C 1
2 0 1 A 0
(a) (b)
SI. 1.3.13

Analiza problema

Opstija formulacija problema glasi: dokazati da je skup regularnih jezika (odnosno jezika koji
mogu biti opisani kona¢nim automatima) zatvoren u odnosu na operaciju konkatenacije. Drugim
rec¢ima, potrebno je dokazati da je jezik Lp koji se dobija operacijom konkatenacije proizvoljna
dva regularna jezika L, i L,, takode regularan. Operacija konkatenacije nad jezicima, kao
skupovima sekvenci, definiSe se kao Dekartov proizvod tih skupova, kao §to je u postavci
zadatka navedeno.

Dokaz sprovodimo konstrukcijom, na osnovu zadatih automata, rezultujuceg automata ¢iji jezik
predstavlja konkatenaciju jezika zadatih automata. Procedura konstrukcije je opsta i ne zavisi od
konkretnih automata.

U cilju dobijanja trazenog deterministickog automata formiracemo prvo nedeterministicki
automat koji prihvata trazeni skup sekvenci:

e  Skup ulaznih simbola novog automata je unija skupa ulaznih simbola polaznih automata.
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e  Skup stanja novog automata je unija skupova stanja polaznih automata.

e Funkcija prelaza novog automata sadrzi sve prelaze koji postoje medu stanjima polaznih
automata. Dodatno, od stanja u novom automatu koja odgovaraju stanjima prihvatanja
automata sa Sl. 1.3.13.(a) postoje prazni prelazi, odnosno prelazi za ulaznu sekvencu &
duzine nula simbola, do stanja novog automata koje odgovara startnom stanju automata sa
Sl. 1.3.13.(b). Zbog postojanja praznih prelaza novi automat je nedeterministicki.

e  Startno stanje novog automata odgovara startnom stanju automata sa SI. 1.3.13.(a).

e Stanja prihvatanja novog automata odgovaraju stanjima prihvatanja automata sa SI.
1.3.13.(b).

Nije teSko utvrditi da ovako formirani automat prihvata sve i samo one sekvence koje pripadaju
jeziku Lp ¢ime se ujedno dokazuje zatvorenost skupa regularnih jezika u odnosu na operaciju
konkatenacije. Dokaz je naveden u okviru resenja zadatka.

Da bismo resili zadatak, potrebno je generalnu proceduru konstrukcije nedeterministiCkog
automata primeniti na date automate, odrediti zatim ekvivalentan deterministi¢ki automat i na
njega primeniti postupak minimizacije da bismo dobili konac¢no reSenje. Postupak dobijanja
tabele prelaza deterministickog ekvivalenta za dobijeni nedeterministicki automat (Zadatak
1.3.2) modifikuje se usled postojanja e—prelaza kod nedeterministiCkog automata tako da glasi:

1. Startno stanje deterministickog automata odreduje se kao e—zatvaranje skupa startnih stanja
nedeterministickog automata. Obeleziti prvu vrstu tabele ovim stanjem. Operacija &—
zatvaranja definisana je u nastavku.

2.  Izabrati nepopunjenu vrstu tabele oznacenu stanjem S.

3. S je stanje prihvatanja ako sadrZi bar jedno stanje prihvatanja nedeterministickog automata,
u suprotnom radi se o stanju odbijanja.

4. Svaki ulaz u izabranoj vrsti tabele popunjava se na slede¢i nacin: za svaki ulazni simbol u
odrediti skup S'= Ué(s,u) , gde je & funkcija prelaza nedeterministiCkog automata. Ulaz
seS
tabele u vrsti S i koloni u popuniti sa skupom koji se dobija e—zatvaranjem skupa S’. Ako
nijedna vrsta tabele prelaza nije oznacena sa S’, oznaditi novu vrstu tabele prelaza sa S’.

5. Ako postoji nepopunjena vrsta tabele, pre¢i na korak 2. U suprotnom, konstrukcija
automata je zavrsena.

Operacija e—zatvaranja glasi:

Ulaz: skup stanja T, izlaz: skup stanja e—closure(T);
for (V stanjet € T)
staviti t na stek;
end for;
e—closure(T) :=T;
while (stek nije prazan)
Skinuti vrs$ni element t sa steka;
for (V stanje u za koje postoji e—prelaz od t ka u)
e—closure(T) := e—closure(T) U {u};
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staviti u na stek;
end for;
end while

ReSenje

Tabela prelaza rezultuju¢eg nedeterministickog automata prikazana je na Sl. 1.3.14. Startno
stanje novog automata je startno stanje prvog automata, a stanje prihvatanja je stanje prihvatanja
drugog automata.

a b c €

-0 1 A 0
1 2 1 0

2 0 A 0

A B C 0

B C 1

C A 0

SI. 1.3.14

Da bismo dokazali da ovako dobijen automat zadovoljava postavku zadatka, treba dokazati da
rezultujuci automat prihvata ta¢no skup sekvenci Lp = L; x L, (Dekartov proizvod, u skladu sa
definicijom operacije konkatenacije), gde je L, skup sekvenci koje prihvata prvi automat, a L,
skup sekvenci koje prihvata drugi automat.

Dokazimo prvo da dobijeni automat prihvata sve sekvence iz skupa Lp. Pretpostavimo prvo da
je s € Lp proizvoljna sekvenca. Tada postoje podsekvence s’ 1 s’ tako da vazis =s’s”’is’ € L
is” e L, Sto ¢e re¢i da prvi automat prihvata sekvencu s’, a drugi sekvencu s’’. Ukoliko
sekvencu s’s”’ dovedemo na ulaz novog automata, posle obrade prefiksa s’ automat se moze
naéi ili u stanju 0 ili u stanju 2, s obzirom da su prelazi jednako definisani kao kod prvog
automata, a da su navedena stanja kod prvog automata stanja prihvatanja. Iz svakog od ovih
stanja postoji prazan prelaz ka stanju A novog automata. Od ovog stanja obrada preostalog dela
ulaza s’’ odvija se na isti nacin kao kod drugog automata, tako da je zavr$no stanje — stanje
prihvatanja B, ¢ime je dokazano da rezultujuéi automat prihvata sekvencu s.

Da bismo dokazali da automat ne prihvata sekvence koje nisu u skupu Lp, pretpostavimo
suprotno, dakle da postoji sekvenca s koju automat prihvata i s ¢ Lp. U procesu prepoznavanja
ove sekvence, rezultuju¢i automat mora proc¢i kroz stanje A jer ne postoji drugi nacin da se
stigne u stanje prihvatanja B. Ovo znaci da sekvencu s mozemo podeliti na dve podsekvence s’ i
s”’, pri ¢emu se automat posle obrade s’ prvi put zatice u stanju A. U ovo stanje moze se doci
iskljucivo iz stanja 0 ili 2 primenom praznog prelaza, pa sledi da automat posle obrade s’ dolazi
u jedno od ta dva stanja. Ovo neposredno znaéi da bi prvi automat prihvatao sekvencu s’, a
drugi sekvencu s’’, Sto ¢e re¢i da sekvenca pripada skupu Lp, Sto protivreci polaznoj
pretpostavci. Ovim je zavrSen dokaz da rezultujuci automat prihvata ta¢no skup Lp.
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Deterministicki ekvivalent dobijenog automata prikazan je na SI. 1.3.15(a). Dobijeni automat je
ujedno i minimalan. Isti automat sa preimenovanim stanjima, X = {0, A}, 1 = {1}, B={B},C=
{CL,Y={2,A}, A={A},Z= {0, A, B}, V = {B, C}, prikazan je na SI. 1.3.15(b).

a b C a b c

- 1{0,A} | {1} {B} {Cy |0 -X 1 B c lo
| 12, A3 {1} 0 1 Y 1 0

{B} {C} 1 B C 1

{C} 1A} |0 C A |o

{2, A} {0,A,B} | {C} |0 Y zZ c lo
{A} {B} {cy |o A B c lo
{0,A,B} | {1} {B, C} cy |1 z 1 v c |1
{B,C} {C} (A} |1 A C A |1

(@) (b)
SI.1.3.15

Zadatak 1.3.7

Konstruisati minimalni deterministi¢ki kona¢ni automat koji prihvata iste sekvence koje prihvata
i automat sa Sl. 1.3.16, ali ¢itane s desna u levo.

Sl. 1.3.16

Analiza problema

Razmotrimo automat koji ima graf prelaza iste strukture kao i zadati automat, pri cemu sve
grane imaju obrnut smer. U opStem slucaju, radi se o nedeterministi¢kom automatu koji ima
istoimena stanja kao i zadati automat i pri tome:

1. Startna stanja novog automata odgovaraju stanjima prihvatanja datog automata.
2. Stanje prihvatanja novog automata odgovara startnom stanju datog automata.

3. Ako dati automat ima prelaz iz nekog stanja X za ulazni simbol y u neko stanje Z, tada i
samo tada novi automat ima prelaz iz stanja Z u stanje X za ulazni simbol y.
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Nije tesko utvrditi da, ako neka ulazna sekvenca uju,..u, u datom automatu inicira niz promena
u, u

. u .
stanja S,—1—> 8, » S, , tada i samo tada sekvenca u,...u,u; U novom automatu

u, u, u,

inicira niz promena stanja S,

S, S, , iz ¢ega se moze izvesti zakljucak

da automat ispunjava uslove zadatka.

ReSenje

Ukoliko primenimo opisanu proceduru na zadati automat, dobija se nedeterministi¢ki automat
¢ija je tabela prelaza prikazana na Sl. 1.3.17.

a b ¢ d

B,C

Sl 1.3.17

Deterministicki ekvivalent automata sa SI. 1.3.17 dat je na Sl. 1.3.18(a). Dobijeni automat je
minimalan. Isti automat sa preimenovanim stanjima, A = {A}, B = {B}, D = {D}, X = {B, C}
prikazan je na Sl. 1.3.18(b).

a b c d a b c d
- {B} | 1A} 0 S>B| A 0
{A} D} |1 A D |1
{D} {B, C} 0 D X 0
{B,C} | {A} | {B} 0 Xl A|B 0
(a) (b)
SI. 1.3.18

1.4. Regularni izrazi

Zadatak 1.4.1

Zadata su tri regularna izraza RI 1, RI 2 i RI 3:
RI1: a* RI2: ap RI3: abc
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a) Konstruisati minimalni deterministicki kona¢ni automat koji prihvata one i samo one
sekvence koje su opisane bar jednim od datih izraza.

b) Na pseudojeziku napisati algoritam zasnovan na automatu iz tacke a) koji prepoznaje
najduzi prefiks ulazne sekvence koji prihvata automat iz tacke a) i na izlazu daje broj
regularnog izraza koji opisuje taj prefiks. (Ako isti prefiks opisuju dva regularna izraza, na
izlazu se navodi regularni izraz sa manjim rednim brojem).

Analiza problema

Regularni izraz s nad ulaznom azbukom X opisuje regularni skup L(s) nizova simbola ulazne
azbuke X. Regularni izrazi se definiSu na slede¢i nacin:

e I jeregularan izraz koji opisuje prazan skup L(Z)=L.

e ¢ jeregularan izraz koji opisuje skup {e} L(e)={¢e}.

e ulazni simbol neX je regularni izraz koji opisuje skup {n} L(n)={n}.

e slozeniji regularni izrazi dobijaju se od regularnih izraza A i B primenom operacija:
e unije, oznaka A|B, L(A|B)=L(A) UL(B) = {x|x € Ailix € B}

e konkatenacije (nadovezivanja) AB ili A-B
L(AB)=L(A) x L(B)={xy | x € A, y € B} (dekartov proizvod skupova)
Konvencija: A"ZA-A- A A° = (g}
QA A
n

e zvezdastog zatvaranja A"
A"=A|A'|A’|A%|... (beskonadan broj &lanova)

e pozitivnog zatvaranja A"
At =ANAYAY...

Najvisi prioritet imaju operacije " i ", zatim - pa |.

Primeri regularnih izraza:
L(abc)={abc} L(a|b]|c)={a,b,c}
L[(a|b)(c | d)]={ac, ad, bc, bd} male zagrade su obavezne zbog prioriteta
L(a")={g, a, aa, aaa, ...}
L{(a|b)]={a,b} U {a,b} x {a,b} U {a,b} x {a,b} x {a,b} U ...
={a,b} U {aa, ab, ba, bb} U {aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb} L...
={a, b, aa, ab, ba, bb, ...} = svi moguci nizove slova a i b duzine 1 ili vise
Regularni izraz slovo=A |B|...|Z|a|b]...|z
Cifra=0]|1]...]9
Identifikator = Slovo ( Slovo | Cifra )"
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ReSenje

Prvo ¢emo konstruisati tri posebna automata (za svaki izraz po jedan), na osnovu njih
konstruisati nedeterministicki automat koji prihvata uniju jezika pojedinacnih automata (vidi
Zadatak 1.3.5), pa njega pretvoriti u deterministicki. Prvi automat (SI. 1.4.1) prihvata praznu
sekvencu, jedno ili viSe slova a, drugi automat (SI. 1.4.2) prihvata slovo a ili slovo b, a treéi (SI.
1.4.3) prihvata sekvencu abc.

a b c

—> A A 1

Sl. 1.4.1: Automat za izraz a*

a b c
—B C C 0
1
SI. 1.4.2: Automat za izraz ajb
a b c
—E F 0
G 0
G H 0
H 1

Sl. 1.4.3: Automat za izraz abc

Nedeterministi¢ki automat za uniju jezika (vidi Zadatak 1.3.5) prikazan na slici S1. 1.4.4. Stanje
greske izostavljeno je iz tabele automata. Ekvivalentni deterministi¢ki automat prikazan je na
slici S1. 1.4.5.

a b c
- A 1
- B|] C C 0
C 1
- E| F 0
F G 0
G H |O0
H 1

Sl. 1.4.4
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a b c
1. {ABE} {A,CF} {C} {} 1
2. {ACF} {A} {G} {} 1
3. {C} { {3 {} 1
4. {A} (A} 0 U 1
5. {G} {} {} {H} 0
6. {H} { {} {} 1
7. 4 U U U 0
SL. 1.4.5

Sl. 1.4.6 prikazuje isti automat, sa preimenovanim stanjima. Ovaj automat nema nedostiznih
stanja, ali ima ekvivalentnih. Ocigledno je da su stanja 3. i 6. ekvivalentna. Radimo metodom
particija:

P=({1,2,3,4,6}, {5,7}), delimo za ulaz a,

P=({1, 2,4}, {3, 6}, {5,7}), delimo za ulaz c,

P=({1, 2,4}, {3, 6}, {5}, {7}), delimo za ulaz b

Ps=({1}, {2}, {4}, {3, 6}, {5}, {7}), utvrdujemo da je podela konacna.

a b c
1 2 3 7 1
2 4 5 7 1
3 7 7 7 1
4 4 7 7 1
5 7 7 6 0
6 7 7 7 1
7 7 7 7 0
Sl 1.4.6

Znali samo su stanja 3 i 6 ekvivalentna. Stanje 6 izbacujemo iz tabele prelaza, zamenjujuci
prelaze u to stanje prelazima u stanje 3 (Sl. 1.4.7). Ovo je minimalni deterministicki automat
koji prihvata one i samo one sekvence koje su opisane bar jednim od datih regularnih izraza.
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a b c
1 2 3 7 1
2 4 5 7 1
3 7 7 7 1
4 4 7 7 1
5 7 7 3 0
7 7 7 7 0
SI. 1.4.7

b)

Kao osnova za traZeni algoritam moze da posluzi algoritam za odredivanje najduzeg prefiksa
ulazne sekvence koji se prihvata (videti Zadatak 1.1.6). Pomenuti algoritam modifikujemo tako
da pored pozicije u ulaznom nizu pamti i poslednje stanje prihvatanja kroz koje je automat
prosao tokom rada. Za utvrdivanje kojem regularnom izrazu odgovara odredeno stanje
prihvatanja, razmatramo odgovarajuci skup stanja nedeterministickog automata sa Sl1. 1.4.5:

e stanju | odgovara skup {A, B, E}. Sada gledamo deterministi¢ke automate koji odgovaraju
pojedinim izrazima. Stanje A je stanje prihvatanja automata za RI 1, dok su stanja B i E
stanja odbijanja. Znaci, stanje 1 odgovara prihvatanju sekvence opisane izrazom RI 1.

e stanju 2 odgovara skup {A, C, F}. Stanje A je stanje prihvatanja automata za RI 1, stanje C
je stanje prihvatanja automata za RI 2, a F je stanje odbijanja. Znaci, stanje 2 odgovara
prihvatanju sekvenci opisanih kako sa RI 1 tako i sa RI 2, pa biramo RI 1 prema uslovu
zadatka.

e stanju 3 (koje je ekvivalentirano sa stanjem 6 pri minimizaciji) odgovaraju skupovi {C} i
{H}. Na osnovu stanja C sledi izbor izraza RI 2, a na osnovu H izraza RI 3. Ovde bismo se
prema uslovu zadatka mogli odluciti za RI 2, ali to ne bi bilo korektno jer na primer za
ulaznu sekvencu abc dobili bismo da je opisana izrazom RI 2. Ovo je rezultat postupka
minimizacije (koji spaja stanja na osnovu istog ponaSanja automata u nastavku sekvence, a
ne na osnovu scenarija dolaska iz startnog stanja). Ovaj problem reSavamo na taj nacin §to
za osnovu algoritma uzimamo neminimizovan automat sa Sl. 1.4.6, sa razdvojenim stanjima
31 6. Sada je korektno ustvrditi da stanju 3 odgovara izraz RI 2.

e stanju 6, u skladu sa prethodnim razmatranjem , odgovara izraz RI 3.
e stanju 4 odgovara skup {A} iizraz RI 1.

Sledi modifikovani algoritam.

teku¢a pozicija :=0;

pozicija_prihvatanja :=-1;

stanje_prihvatanja :=-1;

tekuce stanje :=S;

teku¢i ulaz := prvi simbol ulazne sekvence;

while not (kraj ulazne sekvence ili tekuce stanje = stanje greske)




50

1. Leksicka analiza

if ( tekuce stanje € P )
then pozicija_prihvatanja := tekuéa pozicija;
stanje_prihvatanja := tekuce_stanje;

end if;

tekuée_stanje := 8( tekuée_stanje, tekudi ulaz );

tekuéi_ulaz := sledeéi simbol ulazne sekvence;

tekuéa_pozicija := tekuca_pozicija + 1;
end while;
if ( pozicija_prihvatanja=-1)

then ne postoji trazeni prefiks jer nije bilo prolaska kroz stanje prihvatanja;

else if ( pozicija_prihvatanja =0)

then traZeni prefiks je prazna sekvenca;
else trazeni prefiks je deo ulazne sekvence od 1.
pozicije do pozicije_prihvatanja;
end if}

end if;
if ( stanje_prihvatanja € {1, 2,4} )

then prefiks je opisan sa RI 1;

else if ( stanje_prihvatanja=3)

then prefiks je opisan sa RI 2;
else if ('stanje_prihvatanja =6 )
then prefiks je opisan sa RI 3.
end if;
end if}

end if;

Diskusija

Zadatak ilustruje koncept funkcionisanja programskog alata Jex — generatora leksickog
analizatora, opisanog u Prilogu 5.1. Ulaz u /ex je definiciona datoteka za nizom regularnih
izraza i, za svaki od izraza, programskom akcijom koja se preduzima kada se u ulaznom nizu
prepozna sekvenca koja je opisana izrazom. Prepoznavanje izraza podleze pravilima iz postavke
ovoga zadatka. Alat /ex generiSe kona¢ni automat za prepoznavanje unije izraza i na izlazu daje
programsku implementaciju automata i gore navedenog algoritma.

Zadatak 1.4.2

a)

b)

<)

Napisati regularni izraz koji opisuje oznaCene decimalne konstante. Primeri dozvoljenih
konstanti su: 1257, +0.0392, -12345.36, 2.0 a nedozvoljenih: .123, -23., +, . Napomena: U
regularnom izrazu koristiti simbole +, -, . i d (simbol d predstavlja proizvoljnu cifru).

Konstruisati nedeterministiki kona¢ni automat koji odgovara regularnom izrazu
dobijenom u tacki a).

Konstruisati minimalni deterministi¢ki kona¢ni automat ekvivalentan automatu dobijenom
u tacki b).
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Analiza problema

Tompsonov algoritam definiSe sledeca pravila za konstrukciju nedeterministickog konacnog
automata (NKA) za dati regularni izraz:

e regularnom izrazu € odgovara slede¢i automat (S1. 1.4.8):

(D—E—D)

Sl. 1.4.8

e regularnom izrazu a, gde a € Z (to jest, a je simbol ulazne azbuke), SI. 1.4.9:

O———D)

Sl 1.4.9

e ako je N(s) NKA za regularni izraz s, N(#) NKA za regularni izraz ¢, onda se NKA za uniju
s|t formira na slede¢i nacin, Sl. 1.4.10.

Sl. 1.4.10

e ako je N(s) NKA za regularni izraz s, N(#) NKA za regularni izraz ¢, onda se NKA za
konkatenaciju st formira na sledeci nacin, SI. 1.4.11:

Sl 1.4.11

e ako je N(s) NKA za regularni izraz s, onda se NKA za zvezdasto zatvaranje s~ formira na
sledec¢i nacin, S1. 1.4.12:
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Sl. 1.4.12

e ako je N(s) NKA za regularni izraz s, onda se NKA za pozitivno zatvaranje s* formira na
slede¢i naéin, S1. 1.4.13:

Sl. 1.4.13

ReSenje

a)

Sledec¢i regularni izraz zadovoljava uslove postavke:
(+1-1e)d"(.d"[e)

Predznak je opcioni, decimale su takode opcione, ali ako je decimalna tacka prisutna onda sa
obe strane mora postojati bar po jedna cifra.

b)

Regularnom izrazu iz tacke a) odgovara nedeterministi¢ki automat prikazan na Sl. 1.4.14.

Sl. 1.4.14

©)

NedeterministiCkom automatu iz tacke b) odgovara deterministicki automat prikazan na Sl.
1.4.15. Zadatak 1.3.6 definiSe proceduru konstrukcije ovog automata, uzimaju¢i u obzir i
postojanje € prelaza izmedu pojedinih stanja nedeterministiCkog automata.
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+ - * d
A={1,2,4,6,7,8,9} {3.8.9} | {5.8.9} { {10,9,11,12,17,18,19} | 0
B={3,8,9} T 0 { {10,9,11,12,17,18,19} | 0
C={5.8,9} { 0 { {10,9,11,12,17,18,19} | 0
D=4} U U U U 0
E={9,10,11,12,17,18,19} { { {13,14} | {10,9,11,12,17,18,19} | 1
F={13,14} {} { {} {15,14,16,19} 0
G={14,15,16,19} { 0 { {15,14,16,19} 1
S 1.4.15

Sl. 1.4.16 prikazuje isti automat sa preimenovanim stanjima. Stanja prihvatanja su E i G jer
sadrze zavrS$no stanje 19 nedeterministickog automata. Prazni ulazi odgovaraju prelazima u
stanje greske D koje je po konvenciji izostavljeno.

+ - * d
A |B |C E |0
B E |0
C E |0
E F |E 1
F G |0
G G |1
Sl. 1.4.16

Eliminacija suvi$nih (nedostiznih) stanja:
Dostizna stanja = {A,B,C,E,F,G}

Nema suvi$nih stanja. Sledi minimizacija (traZzenje ekvivalentnih stanja) prema particionom
algoritmu.

Pocetna particija ima sledeci izgled: P=({A,B,C,F},{E,G})
Razmatranjem prelaza za d: P=({A,B,C,F},{E,G})
Razmatranjem prelaza za +: P,=({A},{B,C,F},{E,G})
Razmatranjem prelaza za *: P:=({A},{B.,C,F},{E},{G})

Razmatranjem prelaza za d: P&=({A},{B,C},{F},{E},{G})
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Razmatranjem svih ulaznih simbola zakljucujemo da je P, kona¢na particija. Stanja B i C su
medusobno ekvivalentna. Minimalan automat prikazan je na slici SI. 1.4.17. Stanje X
reprezentuje stanja B i C.

+ - * d
A X X E 0
X E 0
E F E 1
F G 0
G G 1
SL. 1.4.17

Zadatak 1.4.3

a) Nacrtati sintaksno stablo regularnog izraza (A | (BC)*)D—|

b) Za dati izraz izracunati funkcije prva pozicija, poslednja pozicija, ponistiva pozicija i
sledeca pozicija.

¢) Na osnovu funkcije sledeca pozicija konstruisati deterministi¢ki kona¢ni automat.

d) Minimizovati dobijeni automat.
a)
Analiza problema

Cvorovi sintaksnog stabla predstavljaju operatore i operande koji se pojavljuju u izrazu. Kod
izraza a OP b, gde je OP proizvoljan binarni operator, u stablo se unosi ¢vor OP sa levim
naslednikom a i desnim naslednikom b. Unarni operatori imaju jednog naslednika —
odgovarajuci operand.

Resenje

Stablo za dati izraz prikazano je na Sl. 1.4.18.

b)

Analiza problema

Pozicijama se oznacavaju listovi sintaksnog stabla (osim &) redom pri obilasku stabla sa leva u
desno. Na Sl. 1.4.18 pozicije su naznacene ispod listova.

Cvor sintaksnog stabla je ponistiv ako podizraz sa korenom u datom ¢voru moZze generisati
praznu sekvencu. Racunanje ponistivosti:

1. Listovi nisu ponistivi, osim ako su oznaceni sa €.
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2. Cvor konkatenacije ® je ponitiv ako su oba njegova naslednika ponistiva.
3. Cvor unije | je ponitiv ako je bar jedan od njegovih naslednika ponistiv.

4. Cvor zvezdastog zatvaranja * je uvek ponistiv. Na Sl 1.4.18 ponistivi ¢vorovi su
zaokruZeni.
{1,2,4} ¢ {5}

/N

{124} o {4} (54 {5}
5

{123 Eé >D )
AN

4

{1}/1\{1} {2} (3}
|

{2} o {3}

{2y B {2} {3} C {3}
2 3

Sl. 1.4.18

Prva pozicija za svaki ¢vor stabla predstavlja skup pozicija listova koji se mogu pojaviti na
prvom mestu sekvence koju generiSe podizraz sa korenom u datom ¢voru. Racunanje prvih
pozicija:

prva _ pozicija(a), a nije ponistiv

1. prva_pozicija(aeb) = o o ; .
prva _ pozicija(a) U prva _ pozicija(b), a je ponistiv

2. prva_pozicija(ab) = prva_pozicija(a) U prva_pozicija(b)
3. prva_pozicija(a’) = prva_pozicija(a).
Na Sl. 1.4.18 prve pozicije ¢vorova stabla navedene su levo od ¢vorova.

Poslednja pozicija za svaki ¢vor stabla predstavlja skup pozicija listova koji se mogu pojaviti na
poslednjem mestu sekvence koju generiSe podizraz sa korenom u datom ¢voru. Racunanje
poslednjih pozicija:

poslednja _ poz.(b), b nije ponistiv

1. poslednja_pozicija(aeb) =
P a_pozicija(asb) { poslednja _ poz.(b) U poslednja _poz.(a), b je ponistiv

2. poslednja_pozicija(alb) = poslednja_pozicija(a) U poslednja_pozicija(b)
3. poslednja_pozicija(a’) = poslednja_pozicija(a).

Na SI. 1.4.18 poslednje pozicije ¢vorova stabla navedene su desno od ¢vorova.
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Sledeéa pozicija(p) definiSe se za svaku poziciju lista p kao skup pozicija koje mogu slediti
posmatranu poziciju p u proizvoljnoj sekvenci znakova izvedenoj iz datog regularnog izraza. Pri
racunanju funkcije sledeca pozicija u sintaksnom stablu razmatraju se svi ¢vorovi tipa e i * na
slede¢i nacin:

e Cvor e: prva pozicija desnog naslednika je sledeéa pozicija za sve iz poslednje pozicije
levog naslednika.

e  Cvor *: prva pozicija naslednika je slede¢a pozicija za sve iz poslednje pozicije naslednika.

ReSenje

U konkretnom slucaju, dobijaju se vrednosti funkcije slede¢a pozicija date sledeCom tabelom.

poz. | sled. pozicija
1 {4}
2 {3}
3 {2,4}
4 {5}
5 /

¢)

Analiza problema

Ulazna azbuka U traZzenog automata je skup znakova koji se pojavljuju u regularnom izrazu.
Pojedinim stanjima automata pridruzeni su skupovi pozicija listova sintaksnog stabla. Stanja se
formiraju i evidentiraju u skupu States a pravi se i tabela prelaza d po slede¢em algoritmu:

startno stanje S := prva_pozicija(koren sintaksnog stabla);
inicijalizovati States sa S koje nije markirano;
while (3 T e States A T nije markirano)
markiraj T;
if (pozicija markera kraja € T)
then oznaciti T kao stanje prihvatanja;
else oznaciti T kao stanje odbijanja;

end if;
for (Va € U)
N:=0;
for (Vp € T)

if (simbol na poziciji p = a)
then N := N U sledeca_pozicija(p);
end if;
end for;
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(T, a) =N;
if (N = AN ¢ States)
then dodati U kao nemarkirano stanje u States;
end if;
end for;
end while

ReSenje

Startnom stanju automata pridruzen je skup prva_pozicija korena stabla, u konkretnom slucaju
radi se o stanju {1, 2, 4}. Posto navedeni skup ne sadrzi poziciju 5 koja je pridruzena markeru
kraja ulaza, radi se o stanju odbijanja.

Vrsta tabele prelaza, koja je prikazana na Sl. 1.4.19(a), za odredeno stanje popunjava se
razmatrajuc¢i pojedine pozicije iz skupa pridruzenog tom stanju. Na primer, za stanje {1, 2, 4}:

razmatramo ulaz u koloni A: odredujemo pozicije iz skupa {1, 2,4} koje odgovaraju
listovima oznacenim sa A. Radi se o poziciji 1 i pri tome je sledeca_porzicija(l) = {4}. U
tabeli se u vrsti {1, 2,4} i koloni A upisuje prelaz u stanje {4}. U slucaju da je u skupu
{1,2,4} bilo vise pozicija koje odgovaraju znaku A, skup pozicija novog stanja bio bi
unija odgovarajuéih skupova sledecih pozicija.

razmatramo ulaz u koloni B: pozicija 2 iz skupa {l,2,4} odgovara slovu B,
sledec¢a_pozicija(2) = {3}, znaci da se iz stanja {1, 2, 4} za ulaz B prelazi u stanje {3}.

razmatramo ulaz u koloni C: nema pozicija u skupu {1,2,4} koje odgovaraju slovu C, znaci
da se iz stanja {1, 2, 4} za ulaz C prelazi u stanje {}.

razmatramo ulaz u koloni D: pozicija 4 iz skupa {1,2,4} odgovara slovu D,
sledeca_pozicija(4)={5}, znali da se iz stanja {1, 2, 4} za ulaz D prelazi u stanje {5}.

Popunjavanje tabele nastavlja se za novodobijena stanja, sve dok se sva stanja ne pronadu i sve
vrste tabele ne popune. Automat sa preimenovanim stanjima, M = {1, 2,4}, N = {4}, O = {3},
P={5}1Q= {2, 4} prikazan je na Sl. 1.4.19(b). Stanje greske {} po konvenciji je izostavljeno.

A B C D A B C D
=>{1,2,4} | 4 | {3} { 510 ->M|N|O P10
(S R A ¥ U 5510 N P10
By 6| 624 4]0 O Q 0
O o | U U g 10 P 1
Sy 6| 6 { ]! Q o P10
2.4 O | 3 {4 {5410

(a) (b)
SI. 1.4.19
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d)

Prema nacinu konstrukcije automat ne moze imati nedostiznih stanja. Proverom utvrdujemo da
je dobijeni automat u konkretnom slucaju i minimalan.

Zadatak 1.4.4

a) Napisati regularni izraz koji opisuje sve nizove jedinica i nula u proizvoljnom redosledu u
kojem je broj jedinica paran i vec¢i od nule.

b) Za nadeni regularni izraz konstruisati nedeterministicki automat Tompsonovim algoritmom.

¢) Odrediti minimalni deterministicki automat ekvivalentan dobijenom nedeterministickom
automatu.

Resenje

a)

Broj i pozicije nula su nebitni pa stoga jedan ovakav izraz zadovoljava: 0°(10°107)"
b)

Nedeterministicki automat za dati izraz, dobijen Tompsonovim algoritmom (Zadatak 1.4.2),
prikazan je na Sl. 1.4.20.

SI. 1.4.20
©)

Odgovarajuéi deterministicki automat prikazan je na Sl. 1.4.21(a). Startno stanje je & closure
(1)= {1, 2, 4}. Kada preimenujemo stanja dobijemo automat prikazan na SI. 1.4.21(b).

0 1 0 1

(1,2, 4} (2,3, 4} 5.6,8 |0 AlBT]cClo
(2,3, 4} (2,3, 4} 5.6,8 |o BB |clo
(5,6, 8} 6,78 | {4,9,10,12} |0 c[pE]o
(6,7, 8} 6,78 | {4,9,10,12} |0 p[D[E o
{4,9,10, 12} | {10, 11, 12} 5.6,8 |1 E[F | cC]|1
(10,11, 12} | {10, 11, 12} 5,6,8 |1 FlF|cl:

(@) (b)
SI. 1.4.21
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Ovaj automat nema suviSnih stanja a minimizova¢emo particionom tehnikom:
Py=({A,B, C,D}, {E, F}) inicijalna podela

P, =({A, B}, {C, D}, {E, F}) delimo Py u odnosu na ulaz 1

Ova podela je konacna. Ostaju samo tri stanja: A=B, C=D, E=F, kao na Sl. 1.4.22.

e (9 () (e
AlC] O

1 1
(@) (b)

Sl. 1.4.22

Zadatak 1.4.5
Koriste¢i algoritam zasnovan na pozicijama konstruisati minimalni deterministicki automat
koji prepoznaje sekvence:

(alb)* (be)*.

ReSenje
Sintaksno stablo izraza
(ab)'(b ¢y’
prikazano je na SI. 1.4.23.
{1,2,3,5} o {5}

I

5

{1,2,3} {1,2,4}

S EA RS E  E

{L2y 1\ (1.2 {3} o {4}
{1yatl} 53{2}{3}13{3} {4jci4}
1 2 3 4

Sl. 1.4.23
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Na osnovu stabla dobijaju se skupovi sledeéih pozicija:

POZICUA | SLEDECA POZICIJA
1 (1,2,3,5}
2 (1,2,3,5}
3 {4}
4 (5.3}
5 -

Startno stanje je {l, 2, 3, 5} (indeksima su oznaCeni ulazni simboli koji odgovaraju
pojedinim pozicijama). Odredimo prelaze:

1122 3 5—|}L> 1122535 54} 1122 3 5—|}L> 10,25 354 54}
{1,236 54} —— {}
1203040540 =25 (L2035} (12030405} —2 {1,2,3, 40 5}

{10,25 3 4 54} ——> {35 54}

BuSq)—2 4 B3y5y) —2 (4 Bo5q) =S50
R R 40— 3,5

Dobijamo automat prikazan na Sl. 1.4.24(a). Isti automat, uz preimenovana stanja
A=1{1,2,3,5}, B={1,2,3,4,5}, C={3,5}, D= {4}, uz izostavljeno stanje greske {},
prikazan je na Sl. 1.4.24(b). Nema suvis$nih niti ekvivalentnih stanja, pa je ovo ujedno i
minimalni automat.

a b c a b ¢
- {1,2,3,5} | {1,2,3,5} | {1,2,3,4,5} {3 1 —->A| A | B 1
(12,3,4,5) [ {1,2,3,5} | {1,2,3,4,5} | 3,5} |1 Bla|B|cCl]!
{3, 5} U 4} |1 D 1
{4} { { 3.5} |0 D clo0
{ { { 10
(a) (b)

Sl. 1.4.24
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1.5. Leksicki procesori

Zadatak 1.5.1

U programskom jeziku ISPIT postoje dve vrste iskaza:
promenljiva = izraz
IF promenljiva THEN iskaz ENDIF

Identifikatori promenljivih su jednoslovni. Izrazi se sastoje od promenljivih i celobrojnih
pozitivnih konstanti povezanih operatorima + i -. IF iskazi se mogu ugnezdavati; iskaz iza
THEN se izvrSava ako je vrednost promenljive iza IF razlicita od nule. Sve leksic¢ke jedinice
moraju medusobno biti razdvojene prazninama (razmak ili novi red).

a) Konstruisati deterministicki konacni procesor koji sluzi da prepozna jednu leksicku jedinicu
(leksemu) i pretvori je u interni leksicki kod. Kodovi su dati u sledecoj tabeli (P — promenljiva,
C — konstanta):

Klasni deo P C IF | THEN | ENDIF |= |+
Vrednosni redni broj ulaza u tabeli | vrednost - - - - -
deo simbola

b) Koji niz kodova odgovara programu: A = X + 2 IF A THEN IF B THEN C = 3 ENDIF
ENDIF?

¢) Objasniti Sta u ovom sluéaju radi transliterator.

Analiza problema

Leksicki analizator ima ulogu pripreme ulaza za sintaksno-semanticku analizu i prevodenje.
Ulaz u leksicki analizator je program u obliku niza znakova. Zadatak leksi¢kog analizatora je da
u nizu znakova identifikuje pojavu logic¢ki povezanih grupa znakova (leksickih jedinica,
odnosno leksema) i na izlazu izda za svaku prepoznatu leksemu njoj odgovarajuéi interni
leksicki kod. Klasni deo internog koda sluzi da oznaci tip leksicke jedinice, a vrednosni deo
daje eventualne dodatne informacije.

Algoritam funkcionisanja trazenog leksi¢kog analizatora glasi:

1. izdvojiti leksemu omedenu prazninama;

2. ako leksema pocinje slovom odrediti da li se radi o rezervisanoj reéi ili promenljivoj;
e za promenljivu: ubaciti promenljivu u tabelu simbola i vratiti interni kod (p,broj ulaza);
e  zarezervisanu rec vratiti odgovarajuci interni kod;

3. zaspecijalne znake vratiti odgovarajuéi interni kod;

4. za konstantu: niz znakova sakupiti, pretvoriti u binarnu vrednost i vratiti interni kod
(c,binarna vrednost).
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ReSenje
b)
Niz internih kodova u formi (klasa, vrednost) koji odgovara datom programu je:

(Pal) (=7') (Prz) (+a') (0»2) (IFa') (Prl) (THEN") (IF") (P,S) (THEN") (Pa4) (=a') (093)
(ENDIF,-) (ENDIF,-)

U okviru leksicke analize formira se i tabela simbola (S1. 1.5.1).

broj ulaza | simbol
1 A
2 X
3 B
4 C
SI. 1.5.1

¢)

Uloga transliteratora je da izvrSi pripremu ulaza za leksicki analizator (Sl. 1.5.2), u cilju
njegovog pojednostavljivanja. Transliterator treba da na nivou pojedinacnog ulaznog znaka
odredi njegovu klasu: slovo, cifra, specijalni znak, marker kraja i to prosledi leksickom
analizatoru (kome je naravno dostupan i sam ulazni znak za potrebe procesiranja). Pojedine
klase ulaznih znakova definiSu ulaznu azbuku automata kojim se realizuje leksicki analizator.

izvorni klasa ulaznog interni
program . znaka R Leksicki leksi¢ki kod
— | Transliterator . >
(niz znakova) analizator (klasa, vrednost)
SI. 1.5.2

Transliterator se efikasno realizuje u vidu vektora (SI. 1.5.3). Kod znaka sa ulaza sluzi za
indeksiranje; vrednosti elemenata vektora su pojedine klase ulaznih znakova.

48 49 64 65 66 122
Cifra | Cifra Spec. Slovo | Slovo Slovo
ASCII  ASCII ASCII  ASCII  ASCIH ASCII
(0 1) (@) (A B (7)
SI. 1.5.3

a)

Leksicki analizator realizova¢emo u vidu automata sa konac¢nim brojem stanja (Sl. 1.5.4).
Automat sluzi da prepozna jednu leksi¢ku jedinicu, tako da se nailazak na prazninu u ulaznom
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nizu tretira kao nailazak kraja sekvence —| $to se moze realizovati transliteracijom. Za narednu
leksicku jedinicu ponovo se aktivira leksicki analizator od mesta gde se stalo u ulaznom nizu.

Svakom ulazu tabele prelaza odgovara jedna akcija. Prazni ulazi oznacavaju greske u leksickoj
analizi. Akcije koje odgovaraju praznim ulazima mogu biti prijava greske uz mogu¢ pokusaj
oporavka — popravke greske.

slovo  cifra  spec —

startno stanje A B1 C1 D
nastavlja se klju¢na re¢ B B2 B2 akcijal
nastavlja se konstanta C C2 akcija2
dosao specijalni znak D akcija3
Sl 1.5.4
Akcije:
Bl: zn:=1

bafer[zn]:= vrednosni deo leksickog koda

B2: zn:=zn+1
bafer[zn]:= tekuci znak sa ulaza

C1: BINVR:= ASCII(teku¢i znak sa ulaza) - ASCII(“0”)

C2: BINVR:=BINVR * 10 + ASCII(teku¢i znak sa ulaza) - ASCII(“0”)
D: SPEC:= klasa tekuceg znaka sa ulaza

akcijal:

1. konsultovati prepoznavac kljucnih reci (S1. 1.5.5)

2. ako je prepoznavac vratio error onda
ako je zn=1 onda ubaciti bafer[zn] u tabelu simbola u novi ulaz n i
vratiti interni kod (p,n)
inace error
inace vratiti interni kod (kljucna re¢, —) koji je vratio prepoznavac kljucnih reci

akcija2: vratiti interni kod (c,binarna vrednost)

akcija3: vratiti interni kod (spec,—)

Diskusija

Citaocu se za veZbu preporuCuje da realizuje opisani leksicki procesor koris¢enjem
programskog jezika po sopstvenom izboru.
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[ 2

F ERROR
-| ERROR
G‘IF”

2]t 3

H ERROR
E ERROR
N ERROR
—| ERROR
“THEN”

SI. 1.5.5 Prepoznavac kljuénih reéi u vidu prosirive liste prelaza

Zadatak 1.5.2

E ERROR
N ERROR
D ERROR
I ERROR
F ERROR
-| ERROR
“ENDIF”

a) Konstruisati nedeterministicki automat za prepoznavanje neoznacenih realnih konstanti.
Primeri dozvoljenih konstanti su: 1257,.0392, 1E + 534, 1., 1.ES, 2.0E10 a nedozvoljenih

21, .E, E,E10, 12E.

b) Prosiriti dobijeni automat akcijama za izraCunavanje vrednosti konstante.

Resenje

a)

Ulaznu azbuku automata definiS§emo u vidu skupa {DIGIT, », E, SIGN} gde se simbol DIGIT
odnosi na proizvoljnu cifru, * predstavlja decimalnu tacku, E pocetak eksponenta a SIGN
predznak eksponenta. Po metodu numeracije ulaznih simbola (Zadatak 1.1.2) razmatramo

nekoliko primera ulaznih sekvenci i odredujemo odgovarajuce prelaze stanja:

38 .7E-3
01123456

.9 E21
07346 6

Formiramo tabelu prelaza deterministickog automata (SI. 1.5.6).

inicijalno stanje

cifra pre opcione tacke
opciona decimalna tacka
cifra nakon decimalne tacke
slovo E

predznak eksponenta

cifra eksponenta

tacka iza koje mora iéi cifra

SI. 1.5.6: Prepoznavag realnih konstanti

BN e Y N B \S ]

DIGIT E
1
1 4
3 4
3 4
6
6
6
3
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Postupkom minimizacije utvrdujemo da su stanja 2 i 3 ekvivalentna.
b)
Procesor izracunava binarnu vrednost konstante postavljajuci sadrzaje sledeca Cetiri registra:

e NR (number register) sadrzi binarnu vrednost celog broja koji se dobija uklanjanjem
decimalne tacke iz mantise;

e ER (exponent register) sadrzi binarnu vrednost eksponenta koji je naveden u konstanti (ne
vrsi se normalizacija mantise);

e CR (count register) sadrzi broj cifara iza decimalne tacke;
e SR (sign register) pamti predznak eksponenta ( +1 ili -1)

Na primer, za konstantu 12.3E4 registri ¢e imati sledece vrednosti:

NR ER CR SR

123 4 1 +1

Automat pretvaramo u procesor na taj nacin $to svakom (nepraznom) ulazu u tabeli prelaza
pridruzujemo akciju koja azurira vrednosti registara (Sl. 1.5.7). Praznim ulazima, po potrebi,
mozemo pridruziti akcije za detekciju i oporavak od leksickih greSaka.

DIGIT E - SIGN —]

0 la 7

1 1b 4a | 23c YESI1
23 23a 4b YES2

4 6a 5

5 6b

6 6¢c YES3

7 23b

SI. 1.5.7: Procesor za realne konstante

Akcije imaju sledeci izgled. Operator val(cifra) daje binarnu vrednost cifre.
la: NR :=val(DIGIT) 4a: CR:=0

1b: NR:=NR * 10 + val(DIGIT) 4b: ———
23a: CR:=CR + 1 5: SR :=val(SIGN)

NR :=NR * 10 + val(DIGIT) 6a: SR :=+1
53b: CR - 1 ER := val(DIGIT)
NR := val(DIGIT) 6b: ER := val(DIGIT)

23¢c: CR:=0 6¢c: ER :=ER * 10 + val(DIGIT)
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70— YES2: ER:=0

YES1: ER:=0 YES3: ——
CR:=0

Zadatak 1.5.3

Skup reci koje treba prepoznati je ARRAY, ARCTAN, B1, B2, B3, DOG, CAT, DOGFIGHT.
Nacrtati dijagram strukture slede¢ih prepoznavaca ovog skupa:

a) lista prelaza
b) prosiriva lista prelaza

¢) uredena lista

Resenje
a)

U listu 1 na S1. 1.5.8 1 SI. 1.5.9 smeStamo sva razli¢ita prva slova i uz svako od njih adresu liste
na koju prelazimo zbog dalje analize ukoliko se prvi znak sa ulaza poklapa sa slovom u listi (na
primer, ako je prvo slovo A prelazi se na listu 2). Ukoliko se prvi ulazni znak ne poklapa ni sa
jednim slovom navedenim u listi 1, preduzima se akcija Error, koja oznacava da ni jedna od
zadatih re¢i nije prepoznata. Ukoliko se neka re¢ upari kompletno zaklju¢no sa markerom kraja,
odgovarajuca akcija oznacava prepoznavanje te reci.

1A 2 51 0 11 10 [T 14
B 3 Error Error
C 4 6| R 12 11| G 15
D 5 C 13 Error
Error Error 12 | A 16
2| R 6 7 —| "BI" Error
Error Error 13 |7 17
3 1 7 _| Error
8 nan
2 8 Error 14 | —  «car"
3 9 Error
Error 9 _l B3
Error 15 —| "DOG"
4| A 10 F 18
Error \ Error

Sl 1.5.8
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b)

Jednom formiranu listu prelaza iz tacke a) reSenja je teSko modifikovati da prepoznaje neku
novu re¢. U prethodnoj listi se ne vide, ali postoje, dva pokazivaca: alternativni i slede¢i (ovaj je
implicitan). Ako bismo celu stvar obrnuli tako da slede¢i pokaziva¢ bude eksplicitno dat a
alternativni implicitno, dobi¢emo listu prelaza koja se moze prosirivati (SI. 1.5.10). Tamo gde

pored slova nije eksplicitno navedena akcija, podrazumeva se Error.

16

17
18

19
20

21

Y 19 21
Error
A 20
Error 22
1 21
Error 23
—] "ARRAY"
Error
N 22 24
Error
G 23
Error 25
SL. 1.5.9
1 A 3
R
R 2
A
Y
—
"ARRAY"
2| C
T
A
N
—|  "ARCTAN"
3 |B 6
1 ‘ 4
"Bl
4 |2 5
—
g
513
—]
g3

G 23
Error
—|  "ARCTAN"
Error
H 24
Error
T 25
Error
—| "DOGFIGHT"
Error
6 |D 8
(0]
G
—] 7
"DOG"
7 F
I
G
H
T
—
"DOGFIGHT"
8§ | C
T ©
T
—

"CAT"
dodajemo novu re¢: CAL
9 |L

—]
"CAL"

Sl 1.5.10
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©)

Sortirana lista re¢i moZe se realizovati koriS¢enjem alfanumeri¢kih nizova fiksne duzine
(jednake duzini najduze reci), ili alternativno, sa vektorom pokazivaca na pojedine nizove kao
na Sl. 1.5.11. Za nalaZenje reCi tada se mozZe primeniti metod binarnog traZenja koji ima
slozenost log,N gde je N broj reci.

EIENENE LN

| NN

| ARCTAN | ARRAY | B1[B2 [B3 [CAT |DOG |DOGFIGHT |

Sl 1.5.11

Zadatak 1.5.4

Skup reci koje treba prepoznati je ARRAY, ARCTAN, B1, B2, B3, DOG, CAT, DOGFIGHT.
Realizovati prepoznavac na bazi savrSene hes funkcije.

Analiza problema

Jedan od efikasnih metoda prepoznavanja reci iz fiksnog skupa je na bazi savrSene he$ funkcije.
Princip rada takvog prepoznavaca je sledeci: DefiniSe se funkcija Hash koja za svaku ulaznu
re¢, bez obzira da li je jednaka nekoj od zadatih ili ne, pridruzuje numericki indeks iz odredenog
opsega. Ova funkcija se bira tako da re¢ima iz datog skupa dodeljuje jedinstvene indekse (zato
se naziva “savrSena”). U he§ tabelu smestaju se date re¢i prema svom he$ indeksu (neki ulazi
tabele mogu ostati nepopunjeni, ali ne moze do¢i do kolizija).

Prepoznavanje ulazne reci vrsi se na taj nacin $to se izratuna njen hes indeks i koriste¢i ovu
vrednost vr$i Citanje iz hes tabele. Jednim poredenjem ulazne reci sa procitanom reci iz tabele,
utvrduje se da li je ulazna re¢ jednaka toj procitanoj reci, ili nije jednaka ni sa jednom od datih
reci.

Jedna jednostavna he§ funkcija za re¢ id duzine n znakova definisana je kao zbir po modulu
veli¢ine hes tabele HASHSIZE kodova svih znakova pomnozenih multiplikativnom konstantom
HASHMULT, slede¢om rekurentnom formulom:

Hash(0) :=0
Hash(t) := Hash(t - 1) * HASHMULT + id(t), t=1,2,..,n
Hash := Hash(n) mod HASHSIZE
gde HASHSIZE predstavlja veli¢inu hes tabele, a HASHMULT multiplikativnu konstantu.

Za zadati skup re€i, konstante HASHSIZE 1 HASHMULT mogu se odrediti na slede¢i nacin
(principijelno resenje, moguca je racionalizacija):
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Ulaz: skup reci S; izlaz: celobrojne konstante HASHMULT i HASHSIZE
for (i := broj_reci to MAX INT)
for (j :=1to MAX INT)
kreirati praznu tabelu T veli¢ine i;
for (Vid € S)
Izracunati Hash za re€ id koristec¢i j kao multiplikativnu konstantu;
if (T(Hash) je nepopunjeno)
then T(Hash) := id;
else idi na izlaz;
end if}
end for;
HASHSIZE =1i;
HASHMULT :=j;
zavrSetak rada;
end for;
izlaz:
end for;
konstante nisu odredene; zavrsetak rada;

Resenje
Za gornji skup reci dobija se da je HASHMULT = 20, HASHSIZE = 9. Drugim re¢ima, samo
jedan ulaz hes tabele ostaje nepopunjen. Sledi programska realizacija na C-u prepoznavaca za

dati skup reci koji koristi opisanu he$ funkciju. Potprogram kljucna() vraca indikaciju da li
ulazna re¢ pripada ili ne datom skupu reci.

#include <string.h>

static char *table[] ={ NULL, "B1", "B2", "B3", "ARCTAN", "CAT",
"DOG", "ARRAY", "DOGFIGHT" };

int kljucna( const char *rec )

{
unsigned hash = 0; /* ne valja int */
const char *tek = rec;
while ( *tek ) hash = hash * 20 + *tek++;
return !stremp( table[ hash % 9 ], rec );

}

Diskusija

Kada je skup reci za prepoznavanje veliki, nedostatak opisane hes funkcije je $to ostavlja veliki
procenat nepopunjenih ulaza u he§ tabeli, jer je najmanja velicina HASHSIZE, za koju je
moguce odrediti konstantu HASHMULT tako da svaka re¢ ima jedinstvenu vrednost he$
funkcije, mnogo veca od broja reci u skupu. Moguci su i drugi, sloZzeniji nacini definisanja
savrSenih he§ funkcija koji idu za tim da §to viSe smanje procenat nepopunjenih ulaza. S druge
strane, ako je he$ funkcija definisana na sloZzen nacin, troSi se viSe vremena na njeno
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izraCunavanje, a upravo je vreme prepoznavanja re¢i kritiCan faktor. Na UNIX sistemima
programski alat gperf sluzi za generisanje prepoznavaca na bazi savrSene hes§ funkcije.

Zadatak 1.5.5

Dat je algoritam koji koristi funkciju neuspeha f da bi se odredilo da li je kljucna re¢ b;b,...b,,
podniz niza a,a,...a,

S:=0
for (i:=1 to n)
while (S > 0 and a; # bg.)
S :=1(S);
end while;
lf (ai = bgﬂ)
thenS =S+ 1;
end if;
if (S=m)
then return "YES";
end if;
end for;
return "NO";

Razmotrimo dijagram prelaza deterministiCkog automata koji prepoznaje zadatu klju¢nu re¢. Na
primer, za klju¢nu re¢ ababaa dobija se slede¢i automat:

0y 02020 0L 020
Funkcija neuspeha f preslikava stanje gore navedenog deterministickog konacnog automata na
celobrojnu vrednost koja odgovara duzini najduzeg pravog sufiksa u datom stanju koji je
istovremeno i prefiks kljucne reci.
a) Primeniti dati algoritam da bi se odredilo da li je ababaa podniz od abababaab.
b) Dokazati da algoritam vraca logicku vrednost "YES" ako je b;b,....b,, podniz niza a;a,.....a,
¢) Pokazati da se algoritam izvrSava za vreme O(m+n) ako se f(S) izraGunava za vreme O(m).

d) Za zadatu klju¢nu re¢ y, pokazati da se funkcija moZe iskoristiti za konstruisanje
deterministi¢kog automata sa |y[+1 stanjem, za O(|y|) vreme, a za regularni izraz ."y.", gde
je . oznaka za bilo koji znak, a |y| oznacava duZinu niza y.

Analiza problema

Razmatramo nekoliko primera u svrhu ilustracije izratunavanja funkcije neuspeha:
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1) kljucna re¢ = abababaab

0502605 0L02 0102050
41516 |7]81|9
funkcijaneuspeha | O [ O [ 1 | 2 |3 [ 2 | 2|1 |2

stanja 11213

Na primer, da bi se automat na$ao u stanju 5 mora procesirati sekvencu ababa. Posmatrajuci
redom sufikse ove sekvence, ustanovljavamo da su sufiksi a, aba i ababa istovremeno i prefiksi
polazne sekvence. PoSto ababa upravo predstavlja procesiranu sekvencu, ovaj niz nije njen pravi
sufiks koji mora biti kra¢i od same sekvence, tako da je najduzi pravi sufiks aba koji ima duzinu
3, §to je upravo vrednost funkcije neuspeha za stanje 5.

2) Kljuéna re¢ = ababaa
O0L0LO0L 0L OL 020

1 12 [3 |4 |5 |6
funkcijaneuspeha |0 |0 |1 |2 |3 |1

stanje

Resenje
a)
Posmatrajmo nizove:
o = abababaab i = ababaa
Odavde se vididajei=1..9,i S=0..6.

Polazeéi od ve¢ izraCunate funkcije neuspeha za kljuénu re¢ P, posmatracemo vrednosti zaii S
pri prolasku kroz petlju, kao i logicke vrednosti uslova @ S>0 and a;# bgyy, @ a;=Dbgyy, i
® S = m. IzvrSavajuci ruéno dati algoritam, dobija se:

1. S=0
i=1
uslov @ = false
uslov @ (a;=b;) = true
S=1
povratak na pocetak petlje
2. 1=2
uslov @ (S>0 and a,=b,)=false
uslov @ (a,=b,)=true
S=2
povratak na pocetak petlje
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3. =3
uslov @ (S>0 and a;#bs)=false
uslov @ (a;=b;)=true
S=3
povratak na pocetak petlje
4. i=4
uslov @ (S>0 and a#b,)=false
uslov @ (as=b,)=true
S=4
povratak na pocetak petlje

5. i=5
uslov @ (S>0 and as#bs)=false
uslov @ (as=bs)=true
S=5
povratak na pocetak petlje
6. i=6
uslov @ (S>0 and ag#bg)=true
izvrSava se S:=f(5); iz tabele funkcije neuspeha za re¢ § dobija se da je S=3

7. uslov ® (S>0 and ag=b,)=false
uslov @ (ag=b,)=true
S=4
povratak na pocetak petlje
8. =7
uslov @ (S>0 and a;#bs)=false
uslov @ (a;=bs)=true
S=5
povratak na pocetak petlje
9. =8
uslov @ (S>0 and ag#bg)=false
uslov @ (ag=bg)=true
S=6
uslov ® (S=m)
“YES”

Dakle, niz B je podniz niza a.
b)
Posmatrajmo ovaj problem iz dva ugla:

1) B=b1b,...b, je podniz niza o=a,a,...a,

2) B nije podniz niza a.
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1. Neka niz B nije prefiks niza a. S ¢e dobiti vrednost razli¢itu od nule za neku vrednost i=K,
K>1, kada uslov a,=b; ima vrednost true. Pretpostavimo sada da je ay.; = by, an=bs,...,
A1 = bj, za j <m, a da je awj# b1 1 S =]j. U tom slucaju se primenjuje funkcija neuspeha
koja postavlja S na vrednost f(S), koja odgovara najduzem sufiksu u stanju S=j koji je
ujedno i prefiks kljuca (b;b,...b,,). Ako bismo isli na klasi¢an nacin, pa se pomerili za jednu
poziciju u nizu a, to jest, od ay na a;, poredenje bi se nastavilo ponovo od pozicije 1 u
nizu B, §to usporava proces pretrazivanja. Koncept funkcije neuspeha ubrzava ovaj proces.
Drugim re¢ima, funkcija neuspeha daje poziciju u nizu B odakle treba nastaviti poredenje
(vracanje na neki od prethodnih elemenata niza 3 umesto od b;) sa ¢lanovima niza o od
pozicije povrede, to jest, od a;.

Dakle, funkcija neuspeha ubrzava nalazenje kljucne re¢i. Do primene funkcije neuspeha
moze doc¢i viSe puta, ali po pretpostavci, za neko 1, morac¢e da vazi a=b;, aj=by,...am.
1=bm, 1 bi¢e ispunjen uslov S = m a kao rezultat ¢e biti vraceno “YES”.

Ako je niz B prefiks niza o, onda ¢emo odmah na pocetku imati a=b,, ,=b,...a,,=b,, pa se
uslov 1 nece nijedanput izvrsiti i kao rezultat e biti vraceno “YES”.

2. U sluéaju kada B nije podniz od a, to znaci da ne postoji takvo K (K=0...n-m) za koje vazi
skup uslova U: ag.=b;, j=1, 2, ..., m, za bar jedno K iz skupa {0, 1, ..., n-m}.

Drugim re¢ima, ak.j#b; barem za jednu vrednost j iz navedenog skupa vrednosti i za bilo
koje K.

Pretpostavimo sada da algoritam vra¢a “YES” i kada f nije podniz od a. To znaci da bi
jednovremeno vazili uslovi i<n i S=m. S moZe postati jednako m jedino izvrSavanjem
iskaza S:=S+1. Tu postoje slede¢e mogucnosti:

a) Iskaz u liniji 3 se nikada ne izvrSava, to jest, S=0 ostaje sve vreme izvrSenja programa.
Medutim, to znaci da je za K=0 skup uslova U zadovoljen, $to podrazumeva da je 3
podniz od a, to jest njegov prefiks, a to protivreci pretpostavci.

b) Posle nekoliko iteracija u kojima vazi uslov a=by,; dolazi do a#by i izvrSava se
S:=f(S). Treba uociti da je vrednost funkcije neuspeha uvek manja od vrednosti
nezavisno promenljive, to jest, S>A(S), §to, uostalom, proizilazi iz njene definicije.
Funkciju neuspeha mozemo shvatiti i kao prelaz na neko prethodno stanje
deterministickog konac¢nog automata, koje odgovara upotrebljivom, ve¢ videnom
prefiksu. Uslov S=m moze da bude ispunjen tek kasnijom inkrementacijom S, ali ¢e
tom prilikom postojati i neko K za koje vazi U. To dovodi do zakljucka da je 3 podniz
od a, §to opet protivreci pretpostavci.

¢) Ako je i>n pre nego Sto je S=m, onda f nije podniz niza a, jer algoritam vraca u tom
slu¢aju vrednost “NO”.

Dakle, u slu¢aju da podniz B nije podniz niza a, algoritam uvek vraca kao rezultat “NO”.
¢)

Ako se dva algoritma, Al i A2, izvrSavaju sekvencijalno, svaki sa vremenom O(P) i O(Q)
respektivno, tada se A=Al seq A2 izvrSava u vremenu O(P+Q). Ako algoritam Al odgovara
izraCunavanju funkcije neuspeha u vremenu O(m), a A2 uparivanju podniza, onda treba
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pokazati da se A2 izraCunava u vremenu O(n). Da bismo to utvrdili, treba pokazati da se iskaz
S:=f(S) u while petlji u algoritmu A2 ne izvr$ava vise od n puta u toku izvrSenja celog algoritma
A2. Stoga se mora pronacéi najnepovoljnija situacija sa gledista izvrSenja. Najnepovoljnija
situacija je ona koja omogucuje najveci broj izvrSenja iskaza S:=f(S) bez izlaska iz petlje.

Pretpostavimo da prilikom prvog trazenja kljucne re¢i B u nizu a dolazi do povrede poredenja
pri b;. Neka tada algoritam A2 ude u while petlju u kojoj nailazi na lanac primene funkcije
neuspeha duzine i-1:

fi-1) = i-2
f(i-2) = i-3
f(i-3) = i-4
f(3)=2
f2)=
f(1)=0

Odavde proizilazi da je potroseno prvih i-1 simbola u nizu a. Sledece poredenje polazi od
simbola b; u klju¢noj reci B i simbola a; u nizu pretrage o.. Neka je scenario pretrage u drugom
trazenju isti. To znac¢i da ¢e novih i-1 simbola u nizu o biti potroSeno i da ¢e sledeca pretraga
poceti takode od simbola b, klju¢ne reci i simbola a,«.1):; niza pretrage. Odavde sledi da je za
k-tu neuspesnu pretragu potroSeno k*(i-1) simbola u nizu o uz k*(i-1) izvrSenja while petlje,
odnosno k*(i-1) primena funkcije neuspeha. Ako uzmemo najnepovoljniji slucaj da imamo 1
celih pretraga (ostaje samo poslednji simbol a, u nizu o, koji takode prouzrokuje povredu),
onda je maksimalan ukupan broj izvrSenja while petlje (odnosno, broj primena funkcije
neuspeha) jednak n-1, ¢ime se dokazuje da se algoritam uparivanja niza (A2) izvrSava u
vremenu O(n), a celokupan algoritam (A1l seq A2) u vremenu O(m+n).

d)

Svako stanje deterministiCkog automata koji prepoznaje kljucnu re¢ B u nizu o mozZe se
predstaviti kao deo (prefiks) kljuéne reci koji je zakljuéno sa tim stanjem uparen. Ako se u
datom stanju ucita neupariv ulazni znak, onda se tekuce stanje mora promeniti u stanje koje
odgovara najvecoj duzini niza koji je pravi sufiks ucitanog niza i ujedno prefiks kljucne reci
(bez simbola povrede) jer uparivanje treba nastaviti od stanja koje odgovara maksimalnoj duzini
prefiksa kljucne reci koji se sadrzi u u€itanom nizu. Ovakvu primenu stanja moze da obezbedi
funkcija neuspeha. Broj stanja takvog automata odgovara duzini niza 3 uve¢anom za jedan, da
bi se ukljucilo i startno stanje.

Na primer, za prepoznavanje niza f=ababaa u ulaznoj sekvenci a, koja se sastoji od istih
znakova kao i 3, moze se konstruisati deterministicki automat prikazan na Sl. 1.5.12.
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b
a b
5D Ao A
Qs
a
b

Sl 1.5.12

Pretpostavimo sada da Zelimo da konstruisemo deterministicki automat za regularni izraz
r=.¥y.*

gde je . oznaka za proizvoljni znak koji moze da pripada y ali i ne mora. Treba pokazati da se iz
automata dobijenog prethodnom analizom moze dobiti i automat za regularni izraz r bez
uvodjenja dodatnih stanja, jer to proizilazi iz formulacije samog zadatka.

Neka je y=B, dakle [y|= [B[=m.

Posmatrajmo stanje K automata za prepoznavanje niza y (). Ako se u tom stanju pojavi znak
povrede pe(znaci kljucne reci y), tada se primenjuje funkcija neuspeha f(K). Ako se pojavi znak
povrede p¢ (znaci kljuéne reci y), tada se ne moze primeniti funkcija neuspeha jer znak p
prekida sekvencu poredenja, $to zahteva da se sa poredenjem pocne ispocetka, a to je vraéanje u
startno (nulto) stanje. To znaci da u svakom stanju automata za prepoznavanje y treba dodati jos
jednu granu prelaza (izuzev za stanje prihvatanja) koji ¢e taj automat vratiti u stanje nula ako je
ucitan znak povrede p koji ne pripada znacima kljucne re¢i y. Kada se dode u stanje prihvatanja
automata za prepoznavanje y, tada se, dalje, za svaki ulazni znak, prelaz vrsi u isto stanje (stanje
prihvatanja) dok se ne iscrpi ulaz. Odavde sledi da je broj stanja za prepoznavanje regularnog
izraza r isti kao i u sluc¢aju prepoznavanja samo y. Osnovna dopuna grafa prelaza automata je da
se za svaki simbol p koji ne pripada y dodaje u datom stanju (ako nije stanje prihvatanja)
prelazi u nulto stanje, a u stanju prihvatanja prelaz u isto stanje za svaki ulazni simbol. PoSto za
ove prelaze nije potrebno nikakvo izraCunavanje funkcije neuspeha, ostaje da se izracunavaju
samo stanja prelaza za prepoznavanje y, $to se svodi na izraCunavanje funkcije neuspeha. Posto
se izraCunavanje funkcije neuspeha izvodi u vremenu O(m), a |y|=m, to se vreme izracunavanja
deterministi¢kog automata za izraz r izvodi u vremenu O(|y]).

Za dati primer na Sl. 1.5.12, deterministi¢ki automat imao bi oblik kao na SI. 1.5.13.

Sl. 1.5.13
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Jasno je da se graf sa Sl. 1.5.13 mozZe uprostiti, tako da bi upros¢en automat izgledao kao na SI.

1.5.14.

Diskusija

Sl 1.5.14

Ostavlja se Citaocu da analizira primenu funkcije neuspeha u prepoznavanju kljuénih reci u
kompilatorima.

1.6. Oporavak od gresaka

Zadatak 1.6.1

Ako korak 1. funkcije SPELLING_REPAIR daje:
I={BASK, THEN, THERE, THAN, HAND}

kao moguée popravke za pogresan identifikator THANE, koji ¢e identifikator biti izabran kao
popravka.

Funkcija SPELLING_REPAIR(SUBJECT: niz znakova)

1.

[generisati sve moguce popravke]
I := {11 je identifikator ili kljucna rec, i i se moze desiti u teku¢em kontekstu; ovo
poslednje ogranic¢enje moze da ukljuci ispitivanje tipa i opsega vazenja identifikatora}

[naci blisku popravku]
for (Vj € I)
if COMPARE(SUBIJECT, j)
then return(j)
end if
end for

[ne moze da se nade bliska popravka; vratiti 0 kao znak neuspeha]
return(0)
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Funkcija COMPARE(S,T: nizovi znakova)

1. [naéiduzine SiT iproveriti razlike u duzinama]
LS :=LENGTH(S)
LT := LENGTH(T)
if (LS<3orLT <3 or ABS(LS-LT)>1)
then return(false)
end if
EQUAL = true

2. [naéi prvu poziciju gde se S i T razlikuju]

for (j = 1,2,...MIN(LS,LT))

if (SUB(S, j, 1) # SUB(T, j, 1))

then EQUAL := false;
goto izlaz;

end if
end for
izlaz:

3. [S1iT sujednaki ili se razlikuju za jedno umetanje ili brisanje na kraju]
if (EQUAL)
then return(true)
end if

4. [proveriti zamenu mesta ili promenu jednog simbola]
if (LS=LT)
then if G <LS)
then  if (SUB(S,j+1,1)=SUB(T,j, 1) and
SUB(T,j+1, 1) = SUB(S,j, 1))
thenj:=j+1
end if
end if
if (SUB(S, j+1) = SUB(T, j+1))
then return(true)

else return(false)
end if
else [provera za umetanje ili brisanje]
if(LS > LT)
then if (SUB(T,j) = SUB(S,j+1))
then return(true)
else return(false)
end if
else if (SUB(S,j) = SUB(T,j+1))
then return(true)
else return(false)
end if
end if

end if
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Napomena: Funkcija SUB(S, i, j) vraca podniz niza S od pocev od i-tog znaka, duzine j
znakova. Ako se j izostavi, vraca se podniz od i-tog znaka do kraja niza S.

Analiza problema

Alfanumericki identifikator igra vrlo veliku ulogu u veéini programskih jezika. Identifikatori se
koriste za oznaCavanje promenljivih, konstanti, operatora, naziva (labela) i tipova podataka.
Programski jezici sadrze klasu specijalnih identifikatora nazvanih klju¢ne reci, koji se koriste
kao sintaksni delimiteri. GreSke pri kucanju i zaboravnost su ¢esti uzroci pogre$nog zadavanja
identifikatora. Stoga, identifikator ili neta¢na klju¢na re¢ se pojavljuju tamo gde odredena
kljucna rec treba da se nade, ili se klju¢na rec ili nedefinisan identifikator pojavljuje tamo gde se
ocekuje identifikator odredene promenljive. U takvim slucajevima leksicka greska se popravlja
pomocu Morganovog algoritma koji pokuSava da odabere najbolji identifikator koji je blizak
ilegalnom identifikatoru koji se pojavljuje u izvornom programu. Ako algoritam uspe, popravka
se sastoji od zamene ilegalnog identifikatora legalnim.

Funkcija SPELLING_REPAIR(SUBJECT): Ako je dat netacan identifikator SUBJECT, ova
funkcija poziva funkciju COMPARE koja treba da odredi da li su dva identifikatora dovoljno
sli¢na da bi jedan mogao da bude posledica greske drugog.

Morgan napominje da je neefikasno da se pokuSava popravka imena promenljivih duzine manje
od tri znaka. Ovo vazi ne samo za imena promenljivih ve¢ i za kljuéne reci i ostale
identifikatore.

Morganov algoritam koristi funkciju COMPARE da ispita da li je SUBJECT u nekom smislu
blizak identifikatoru j. Pisac prevodioca moze da izabere bilo koji razuman metod radi
obavljanja ovog poredenja. Funkcija treba da vrati true onda i samo onda kada se SUBJECT
moze dobiti iz j pomocu nekih transformacija koje predstavljaju verovatne greske pri kucanju ili
izgovoru. Ovaj poseban algoritam koji je koristio Morgan zasniva se na postupku Damera
(1964). Ovaj algoritam vraca true u slucajevima kada se SUBJECT moZe dobiti iz j jednom od
sledec¢ih transformacija:

1. Izmena jednog simbola.

2. Brisanje jednog simbola.

3. Umetanje jednog simbola.

4. Zamena mesta dva susedna simbola.

Damero i Morgan izveStavaju da pojedinacni primeri jedne od ovih transformacija obuhvataju
vise od 80% gresaka. Polazeci od funkcije COMPARE koja je zasnovana samo na pomenutim
transformacijama, korak 1. funkcije SPELLING REPAIR moze se modifikovati tako da odbaci
bilo koji identifikator i ¢ija se duzina razlikuje od duzine SUBJECT-a za viSe od jednog znaka.
Ovaj test je ukljucen u prvi korak funkcije COMPARE.

Resenje

Funkcija SPELLING_REPAIR inicira redom izvrSavanje funkcije COMPARE za svaku od reci
iz skupa I. Razmotrimo izvrSavanje funkcije COMPARE za popravak BASK:

1. S=THANE,LS=5
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T=BASK,LT=4
EQUAL = true
2. j=1,
SUB(THANE,1,1) = SUB(BASK,1,1), T# B
EQUAL = false
3. i¢i na korak 4.
4. LS>LT,5>4
SUB(BASK, 1) # SUB(THANE, 2), BASK # HANE
return (false)
Razmotrimo izvrSavanje funkcije COMPARE za popravak THEN:
. T=THEN,LT=4
EQUAL = true
2. j=3,
SUB(THANE,3,1) # SUB(THEN,3,1), A# E
EQUAL = false
3. i¢i na korak 4.
4. LS>LT,5>4
SUB(THEN, 3) # SUB(THANE, 4), EN = NE
return (false)
Razmotrimo izvr$avanje funkcije COMPARE za popravak THERE:
1. T=THERE,LT=5
EQUAL = true
2. j=3,
SUB(THANE,3,1) # SUB(THERE,3,1), A= E
EQUAL = false
3. i¢ina korak 4.
4. LS=LT,5=5
SUB(THANE, 4, 1) # SUB(THERE, 3, 1), N# E
SUB(THANE, 4) = SUB(THERE, 4), NE # RE
return (false)
Razmotrimo izvrSavanje funkcije COMPARE za popravak THAN:



80 1. Leksicka analiza

1. T=THAN,LT=4

EQUAL = true
2. j=4,
EQUAL = true

return (true)

Funkcija SPELLING_REPAIR zavrSava rad; za popravak je izabran identifikator THAN.

Diskusija

Opisani algoritam radi kada postoji samo jedna greska u identifikatoru. Moguce je da
identifikator bude pogresan tako da postoje dva identifikatora. Na primer, neki simbol u
identifikatoru moze da bude izmenjen u neki specijalni simbol, proizvode¢i dva identifikatora
(be#in). Na sli¢an nacin, prvi simbol moze slucajno da bude otkucan kao cifra, menjajuci
identifikator u broj ili u broj iza kojeg sledi identifikator. Stoga funkcija SPELLING_REPAIR
ne popravlja sve mogucée leksicke greske identifikatora, ¢ak i kada se one mogu popraviti
jednom od pomenutih transformacija.

1.7. Programski primeri

Zadatak 1.7.1

Realizovati na C-u kona¢ni automat sa Sl. 1.7.1 koristeci:
a) implicitno
b) eksplicitno

predstavljanje stanja.

[TA B NO YES

SL. 1.7.1

Resenje
a)
Pod implicitnom predstavom stanja podrazumeva se da je stanje odredeno mestom u programu

koji se izvrSava. Funkcija DKA() realizuje zadati automat. Deo koda oznacen labelom A
odgovara vrsti A tabele prelaza, a deo koda oznacen labelom B odgovara vrsti B tabele prelaza.



1.7. Programski primeri 81

Prilozen je i glavni program kojim se ulitava ulazni niz s, poziva funkcija DKA() kojoj se
prosleduje niz s i ispisuje rezultat koji vraca ova funkcija, 1 u sluc¢aju da se niz s prihvata, 0 u
suprotnom.

#include<stdio.h>
#define ENDM "0' /* marker kraja ulaza */
enum Boolean {NO, YES};

enum Boolean DK A(char *ulaz) {
A: switch (*ulaz++) {
case 'a": goto B;
case 'b": return NO;
case ENDM: return YES;
default: return NO;

B: switch (*ulaz++) {
case 'a": goto A;
case 'b": goto B;
case ENDM: return NO;
default: return NO;

}
}
main () {
char s[80];
scanf("%s",s);
printf("%u\n",DKA(s));
}

b)

Funkcija DKA() realizuje zadati automat. U eksplicitnoj predstavi, postoji promenljiva (tekuce)
koja pamti tekuce stanje pri radu automata. Tabela prelaza predstavljena je matricom tabela. U
ovoj varijanti neophodna je transliteracija ulaznog niza znakova koja je realizovana switch
strukturom (za teku¢i ulazni znak *ulaz odreduje se odgovarajuca kolona tabele prelaza i
upisuje u promenljivu znak).

Akcijama automata (NO1 i YES1) dodeljeni su kodovi visi od kodova pojedinih stanja da bi se
po Citanju iz matrice tabela na jednostavan nacin donela odluka da li izvrsiti prelaz u novo
stanje ili preduzeti neku od akcija.

#include<stdio.h>
#define ENDM "\0'
enum Boolean {NO, YES};

enum Boolean DK A(char *ulaz) {
enum Stanje {A,B,NOI1,YESI1};
enum Stanje tabela[2][3] = {B,NO1,YES1,A,B,NO1};
int znak, tekuce=A;
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while(1) {
switch (*ulazt+) {
case 'a': znak=0; break;
case 'b": znak=1; break;
case ENDM: znak=2; break;
default: return NO;
}
tekuce=tabela[tekuce][znak];
if(tekuce>B) return tekuce-NO1;

¥
}
main () {
char s[80];
scanf("%s",s);
printf("%u\n",DKA(s));
}

Zadatak 1.7.2

Realizovati na C-u algoritam minimizacije kona¢nog automata metodom particija. Program
treba u svakom koraku da ispisuje trenutne skupove stanja i na kraju tabelu prelaza minimalnog
automata.

Resenje

Razmotrimo najpre izlaz programa za jedan primer automata sa stanjima obelezenim brojevima
od 0 do 7 i ulazima obeleZenim sa 0, 1, 2. Startno stanje 1 je obeleZeno zvezdicom. Najpre se
ispisuje zadati automat, zatim, u svakom koraku rada, tekuca particija i ulazni simbol kojim se
vr$i razbijanje particije i na kraju se ispisuje minimalni automat.

012
00000
*1 23 41
22541
36341
42540
50301
6 6 541

P01 11011
Razmatra se ulaz 0.

P. 0111231
Razmatra se ulaz 0.
Nema promene.
Razmatra se ulaz 1.
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P. 0121342
Razmatra se ulaz 0.
Nema promene.
Razmatra se ulaz 1.
Nema promene.
Razmatra se ulaz 2.
Nema promene.

012
00000
*1 21 31
22431
32430
40101

Particija se predstavlja na taj nacin §to se za svako stanje polaznog automata ispisuje redni broj
skupa kome pripada u okviru particije (skupovi se numeri$u pocev od nule). Na primer,

P01 11011

oznacava inicijalnu podelu stanja na dva skupa, nulti i prvi:
P=({0, 4}, {1,2,3,5,6})

dok
P01 11231

oznacava sledecu podelu:

P=({0}, {1,2,3,6}, {4}, {5})

Sledi listing programa. Struktura DKA predstavlja opis automata. Procedura minimizacija()
realizuje iterativno formiranje particija. Procedura napravi_novu_particiju() realizuje kljucni
deo algoritma — formiranje nove particije na osnovu tekuce particije, zadatog ulaznog simbola i
tabele prelaza automata. Ova procedura za svako stanje automata vodi evidenciju o rednom
broju skupa u kome se ono nalazi u tekucoj particiji i o rednom broju skupa u koji se prelazi iz
tog stanja pod zadatim ulazom. Sva stanja koja imaju ovaj par brojeva isti, u novoj particiji naci
¢e se u istom skupu .

/* minimizacija konacnog automata particionom metodom */
#include <stdio.h>

#define MAX_STANJA 100

#define MAX _ULAZNIH SIMBOLA 20

typedef struct DKA
{

int br_stanja, br_ulaza, startno;

int prihvatalMAX STANIJA];

int prelazlMAX_ STANJA][MAX ULAZNIH_SIMBOLA];
} DKA;
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typedef int Particijal MAX STANIJA];

void ispisi_particiju( Particija part, int br_stanja )
{

int i;

printf( "P:");

for (1=0;1<br_stanja; i++)

printf( "%4d", part[i] );

printf( "\n" );

}
void ispisi_dka( DKA *dka )
{

int i,j;

printf(" ");

for (j = 0; j <dka->br_ulaza; j++)
printf( "%4d", j );
printf("\n\n");

for (1=0;1<dka->br_stanja; i++)

if (1 == dka->startno )
printf( "*%3d", 1);
else
printf( "%4d", 1);
for (j =0; j < dka->br_ulaza; j++)

printf( "%4d", dka->prelaz[i][j] );

}
printf("%4d\n", dka->prihvata[i] );

}
printf("\n\n");

}

void inicijalna( Particija prva, DKA *dka )
{

int 1;
for (1=0;1<dka->br stanja; i++)
if ( dka->prihvata[i] )

prvali] = 1;
else
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prvafi] = 0;
}
}
int jednake( Particija stara, Particija nova, int br_stanja)
{ . .
nt 1;

int jednake=1;

for (1=0;1<br_stanja; it++)

{

if ( stara[i] != nova[i] )

jednake = 0;
stara[i] = nova[i];
}
}

return jednake;

}

void napravi_novu_particiju( DKA *dka, int ulazni_simbol, Particija stara, Particija nova)
{
int i,j;
int br_skupova_u_novoj_particiji = 0;

for (1=0; 1 < dka->br_stanja; i++)
{
for(j=0;j <i;j++)
if ( stara[i] == stara[j]
&& stara[dka->prelaz[i][ulazni_simbol]] == stara[dka->
prelaz[j][ulazni_simbol]])
break;

if(j==1i)
nova[i] = br_skupova u_novoj_particiji++;
else
nova[i] = nova[j];
}
}

void napravi_min_dka( Particija konacna_p, DKA *orig_dka, DKA *min dka )
{

int orig_stanje,ulaz;
int max_novo_stanje=-1;

for (orig_stanje = 0; orig_stanje < orig_dka->br_stanja; orig_stanje++ )

{
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for (ulaz = 0; ulaz < orig_dka->br_ulaza; ulaz++)
min_dka->prelaz[konacna_p[orig_stanje]][ulaz] =
konacna_p[orig_dka->prelaz[orig_stanje][ulaz]];

min_dka->prihvata[konacna_p[orig_stanje]] = orig_dka->prihvata[orig_stanje];
if (konacna_p[orig_stanje] > max_novo_stanje )
max_novo_stanje = konacna_p[orig_stanje];

}

min_dka->br_stanja = max_novo_stanje + 1;
min_dka->br_ulaza = orig_dka->br_ulaza;
min_dka->startno = konacna_p[orig_dka->startno];

}

void minimizacija(DKA *orig_dka, DKA *min_dka)
{

Particija stara_particija;

Particija nova_particija;

int ulazni_simbol = 0,

inicijalna( stara_particija, orig_dka );
ispisi_particiju( stara_particija, orig_dka->br_stanja );

while (ulazni_simbol < orig_dka->br ulaza )

{
printf( "Razmatra se ulaz %d.\n", ulazni_simbol );
napravi_novu_particiju(orig_dka, ulazni_simbol, stara_particija, nova_particija );

if ( jednake( stara_particija, nova_particija, orig_dka->br_stanja ) )
{

ulazni_simbol++;

printf("Nema promene.\n");

}
else
{
ulazni_simbol=0;
ispisi_particiju( nova_particija, orig_dka->br_stanja );
b
}
napravi_min_dka( nova_particija, orig_dka, min_dka);
}
int main()
{

DKA automat = { 7, /* broj stanja */
3, /* broj ulaznih simbola */
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, /* startno stanje */

1
{0,1,1,1,0, 1, 1}, /* prihvatanje */
{

DKA min_automat;

ispisi_dka( &automat);

minimizacija( &automat, &min_automat );
ispisi_dka( &min_automat );

return 0;

Zadatak 1.7.3

Realizovati metodom rekurzivnog spusta, program koji odreduje deterministicki konacni
automat za proizvoljan regularni izraz opisan slede¢om gramatikom koju treba dopuniti
atributima i akcionim simbolima.

<S> — <U><U list> ENDM
<U_list> —» | <U><U_list>
<U_list> — ¢

<U> - <C><C_list>

<C _list> —» <C><C _list>
<C_list> — ¢

<C>— <I><I _list>

XN R WD =

°

10.

<L list> — *<I_list>
<L list>— ¢
<>->1

11. <I>—> =
12. <I> - (<U><U _list>)

Operandi u regularnom izrazu su jednoslovni simboli ili simbol = koji oznaCava praznu
sekvencu u ulaznom izrazu. Terminal ENDM oznacava kraj izraza.

Resenje
Data ulazna gramatika jeste LL(1); selekcioni skupovi smena glase:

SELECT(1)=FIRST(<U>)=FIRST(<C>)=FIRST(<I>)={I,=,(}
SELECT(2)={]}
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SELECT(3)=FOLLOW(<U_list>)={ENDM,)}

SELECT(4)={I,=,(}

SELECT(5)=FIRST(<C>)=FIRST(<I>)={I,=,(}

SELECT(6)=FOLLOW(<C_list>)=FOLLOW/(<U>)=
=FIRST(<U_list>)UFOLLOW(<U_list>)={,ENDM,)}

SELECT(7)={1,=,(}

SELECT(8)={*}

SELECT(9)=FOLLOW(<I_list>)=FOLLOW(<C>)=
=FIRST(<C_list>)UFOLLOW(<C_list>)=
=FIRST(<C>)UFOLLOW(<U>)=
=FIRST(<I>)UFIRST(<U_list>)UFOLLOW(<U_list>)=
={L=,(,ENDM,)}

SELECT(10)={I}

SELECT(11)={=}

SELECT(12)={(}

U nastavku sledi L atributivno—translaciona gramatika prilagodena metodu rekurzivnog spusta.
Atributi naziva null su logickog tipa i imaju vrednost TRUE ako je ¢vor sintaksnog stabla
koga predstavlja odgovarajuéi neterminal ponistiv. Atributi Fpos i Lpos su tipa “skup pozicija” i
predstavljaju skup prvih odnosno poslednjih pozicija za odgovaraju¢i neterminal (koji
predstavlja ¢vor sintaksnog stabla regularnog izraza). Ovo vazi za sintetizovane atribute,
dok se nasledeni pojavljuju kod ¢vorova <U_list>, <C_list> i <I_list> i sluze da prenesu
odgovarajuce podatke o levom operandu kod gramatickih pravila 2, 5 i 8. Atribut terminala I je
skup pozicija sa jednim elementom — pozicijom odgovarajuceg simbola u izrazu. Akcioni
simbol {NEXT POS} predstavlja poziv procedure koja azurira vektor sledecih pozicija Npos|]
u skladu sa datim ulaznim parametrima; za svaku poziciju i iz Lpos:

Npos[i] = Npos[i] W Fpos

Element vektora Npos[i] predstavlja skup pozicija koje su u sledecoj poziciji u odnosu na
poziciju i. Za atribute vazi:

<S>Fpos Fpos: sintetizovan
<U>pnu11,Fpos,Lpos null,Fpos,Lpos: sintetizovani

<U_1iSt>null 1,Fpos1,Lpos],null2,Fpos2,Lpos2 nulll »FPOS 1 ,LpOS 1: nasledeni
null2,Fpos2,Lpos2: sintetizovani

<C>pull,Fpos, Lpos null,Fpos,Lpos: sintetizovani

<C_1i5t>nulll,Fposl,Lposl,null2,Fp052,Lpos2 nulll 7FpOS1 ,LPOSI : nasledeni
null2,Fpos2,Lpos2: sintetizovani

<>yt Fpos,Lpos null,Fpos,Lpos: sintetizovani

<I_1iSt>nulll,Fposl,Lposl,nullZ,FposZ,LposZ nulll anOSI stOSl : nasledeni
null2,Fpos2,Lpos2: sintetizovani

Atributi akcionog simbola su nasledeni.



1.7. Programski primeri 89

1. <S>Fpos_) <U>nulll,Fposl,Lposl <U_1iSt>nulll,Fposl ,Lops1,null2,Fpos2,Lpos2
ENDM;,0s {NEXT_POS} 052, pos}

Fpos2, null2 = FALSE
Fpos «
Fpos2 U {pos}, null2=TRUE
2. <U_liSt>nulll,Fposl,Lpos1,nullZ,FposZ,Lp052 - | <U>null3,Fpos3,Lpos3 <U_hSt>nu114,Fpos4,Lpos4,null2,FposZ,LposZ

null4 < nulll OR null3
Fpos4 < Fposl U Fpos3

Lpos4 <~ Lpos1u Lpos3
3. <U_liSt>nulll,Fposl,Lpos1,nullZ,FposZ,Lp052 —> &

null2 <~ nulll Fpos2 < Fposl Lpos2 « Lposl

4. <U>null,Fpos,Lpos - <C>nu111,Fposl,Lposl <C_hSt>nulll,Fposl,Lposl,null,Fpos,Lpos

5. <C_hSt>nulll,Fpos1,Lposl,nullZ,Fpos2,Lp052 - <C>null3,Fpos3,Lpos3 {NEXT_POS}Lposl, Fpos3
<C_hSt>null4,Fpos4,Lpos4,null2,FposZ,Lpos2
null4 < nulll AND null3

Fposl, nulll = FALSE
Fpos4 «

Fposlu Fpos3, nulll = TRUE

Lposl, nulll = FALSE
Lpos4 «—

Lposl U Lpos3, nulll=TRUE

6. <C_liSt™>,ui11 Fpost, Lpos!null2, Fpos2,Lpos2 —> €
null2 <~ nulll Fpos2 < Fposl Lpos2 « Lposl
7. <C>pull,Fpos,Lpos = <I>nuli1,Fpost,Lpost <I_1ISt>nuli1,Fpost,Lpost,null,Fpos,Lpos
8. <I_List>nui1, Fpost,Lpos!nuliz,Fposz, Lpos2—> {NEXT_POS }1 pos1 Fpost *<L_IiSt>TRUE, Fpost, Lpos 1 null2, Fpos2,Lpos2
9. <I_list>nuii1 Fpost,Lposlnull2,Fpos2,Lpos2 —> €
null2 <~ nulll ~ Fpos2 « Fposl Lpos2 <« Lposl
10. <I>qi1,pos,Lpos = Ip
null <~ FALSE (Fpos,Lpos) < p
L1, <I>qui1,Fpos,Lpos —> =
null <~ TRUE (Fpos,Lpos) « &

12. <I> null,Fpos,Lpos - ( <U>nulll,Fpos1,Lposl <U_llst>nulll,Fposl,Lposl,null,Fpos,Lpos )

Sledi procesor na bazi rekurzivnog spusta realizovan na VAX Pascalu. Leksic¢ki analizator
realizuje procedura ADVANCE koja putem globalnih promenljivih INCLASS (ulazni simbol) i
INATT (atribut ulaznog simbola) vraéa podatke sintaksnom procesoru. Uzajamno rekurzivne
procedure PROCS, PROCU, PROCUIist, PROCC, PROCClist, PROCI i PROCIlist realizuju
sintaksni analizator. Procedura NEXTPOS odgovara istoimenom akcionom simbolu. Procedura
ERR sluzi za prijavu greSke u izrazu. U okviru glavnog programa inicira se analiza i vrSi
konstrukcija tabele prelaza automata u skladu sa odgovaraju¢im algoritmom (Zadatak 1.4.3).
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program DetMach (input,output);
label 1; {an exit if an error occurs}

const MAXPOS = 100; {Max. number of positions (number of ALL
symbols in a regular expression); depends
on implemented max. set size; also
determines program memory(run-time stack)

requirements }
ENDM  ='# {the end-marker for finite-state machine}
EPS ='="; {a symbol for empty sequence (epsilon)}

type Positions = 0..MAXPOS;
SetOfPos = set of Positions;
Inputs ='0".."Z";
Ptr = State;
State = record s: SetOfPos; next: Ptr end;
String = varying [30] of char;

var INCLASS: char; {a class part of a current input symbol}
INATT : SetOfPos; {a value part of a current input}
pos : Positions; {positions counter}
ptos : array [Positions] of Inputs;
{shows what symbol is on what pos.}
inpSym : array [Inputs] of Boolean;
{inpSym[c]=TRUE if ¢ appears in reg. expr.}
Npos : array [Positions] of SetOfPos;
{ represents function Next Position }

nrows : integer; {a no.of computed transition-table rows}
HEAD : Ptr; {a pointer to a head of a state list}
LAST : Ptr; {a pointer to a last state on the list}
cstate : Ptr; {a ptr. to a current state on the list}
row : array [Inputs] of SetOfPos;
{a current row of a transition table }
endyes : Boolean; {a flag if the machine accepts on ENDM
in a current transition-table row }

i :Inputs; {input symbols counter }

j  :Positions; {positions counter }

k  :integer; {states counter}

sc : Ptr; {the another kind of states counter}
newSt : Boolean; {a flag if a state already exists}

procedure NextPos(Lpos,Fpos: SetOfPos);
{ for every position i in Lpos this procedure adds all the
Fpos positions in a next position [i] set }
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var i: Positions;
begin
for i:=0 to pos do
if i in Lpos then Npos[i]:=Npos[i]+Fpos
end;

procedure ERR(exp: String); {the error handler}
begin
write (" Found ');

if INCLASS in [T,EPS] then write (‘symbol')
else if INCLASS=ENDM then write (‘end of expr.")
else write (INCLASS);
writeln (' when expected ',exp);
goto 1

end;

procedure ADVANCE,;
{reads the regular expresion character by character and
updates following variables according to their meanings:
INCLASS,INATT,pos, ptos[],inpSym[],Npos[]}
begin {ADVANCE}
if not EOLN then
begin
read(INCLASS);
write (''); {needed for the error pointer}
if INCLASS in ['a'..'z'] {'A' and 'a’ are the same}
then INCLASS:=chr(ord('A")-ord('a")+ord(INCLASS));
if INCLASS in ['A"..'"Z",'0"..'9"]) then
begin
INATT:=[pos];
ptos[pos]:=INCLASS;
inpSym[INCLASS]:=TRUE;
Npos[pos]:=[];
INCLASS:='T;
if pos<MAXPOS then pos:=pos+1
else
begin
writeln (' Reg. expr. too long.");
goto 1
end;
end
else if not INCLASS in ['(',)",,”*",EPS]) then
begin
writeln (" Illegal symbol in reg. expr.");
goto 1
end;
end
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else begin INCLASS:=ENDM; write ('"); Npos[pos]:=[] end
end; {advance}

procedure PROCUlIist(nulll: Boolean; Fpos1,Lposl: SetOfPos; var null2: Boolean;
var Fpos2,Lpos2: SetOfPos); Forward;

procedure PROCU(var null: Boolean; var Fpos,Lpos: SetOfPos); Forward,

procedure PROCClist(nulll: Boolean; Fpos1,Lposl: SetOfPos; var null2: Boolean;
var Fpos2,Lpos2: SetOfPos); Forward;

procedure PROCC(var null: Boolean; var Fpos,Lpos : SetOfPos); Forward,

procedure PROCIlist(nulll: Boolean; Fpos1,Lposl: SetOfPos; var null2: Boolean;
var Fpos2,Lpos2: SetOfPos); Forward;

procedure PROCI(var null: Boolean; var Fpos,Lpos : SetOfPos); Forward;

procedure PROCS(var Fpos: SetOfPos);
var nulll,null2: Boolean;
Fpos1,Fpos2: SetOfPos;
Lpos1,Lpos2: SetOfPos;
begin
if INCLASS in ['T,EPS,'('] then
begin
PROCU(nulll,Fpos1,Lposl);
PROCUIist(null1,Fpos1,Lpos1,null2,Fpos2,Lpos2);
if INCLASS<>ENDM then ERR('end of expr.");
if null2 then Fpos:=Fpos2+[pos] else Fpos:=Fpos2;
{ ADVANCE not needed }
NextPos(Lpos2,[pos])
end
else ERR('symbol or (')
end;

procedure PROCUIist;
var null3,null4: Boolean;
Fpos3,Fpos4: SetOfPos;
Lpos3,Lpos4: SetOfPos;
begin
if INCLASS=' then
begin
ADVANCE;
PROCU(null3,Fpos3,Lpos3);
null4:=nulll or null3;
Fpos4:=Fpos1+Fpos3;
Lpos4:=Lpos1+Lpos3;
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PROCUlist(null4,Fpos4,Lpos4,null2,Fpos2,Lpos2)
end
else if INCLASS in [')',ENDM] then
begin null2:=nulll; Fpos2:=Fpos1; Lpos2:=Lposl end
else ERR('|,end of expr. or)")
end;

procedure PROCU;
var nulll: Boolean;
Fposl: SetOfPos;
Lposl: SetOfPos;
begin
if INCLASS in ['T,EPS,'('] then
begin
PROCC(nulll1,Fpos1,Lpos1);
PROCClist(null1,Fpos1,Lpos1,null,Fpos,Lpos);
end
else ERR('symbol or (')
end;

procedure PROCClist;
var null3,null4: Boolean;
Fpos3,Fpos4: SetOfPos;
Lpos3,Lpos4: SetOfPos;
begin
if INCLASS in ['T,EPS,'('] then
begin
PROCC(null3,Fpos3,Lpos3);
NextPos(Lpos1,Fpos3);
null4:=nulll and null3;
if nulll then Fpos4:=Fpos1+Fpos3 else Fpos4:=Fposl;
if null3 then Lpos4:=Lpos1+Lpos3 else Lpos4:=Lpos3;
PROCClist(null4,Fpos4,Lpos4,null2,Fpos2,Lpos2)
end
else if INCLASS in [',"),ENDM] then
begin null2:=nulll; Fpos2:=Fpos1; Lpos2:=Lpos] end
else ERR('symbol,(,),| or end of expr.")
end;

procedure PROCC;
var nulll: Boolean;
Fposl: SetOfPos;
Lpos1: SetOfPos;
begin
if INCLASS in ['T,EPS,'('] then
begin
PROCI(null1,Fpos1,Lposl);
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PROCIlist(nulll,Fpos1,Lpos1,null,Fpos,Lpos);
end
else ERR('symbol or (')
end;

procedure PROCllist;
begin
if INCLASS="*" then
begin
NextPos(Lpos1,Fposl);
ADVANCE;
PROCIist(TRUE,Fpos1,Lpos1,null2,Fpos2,Lpos2)
end
else if INCLASS in ['T,EPS,'(',)"| SENDM] then
begin null2:=nulll; Fpos2:=Fpos1; Lpos2:=Lpos]1 end
else begin writeln (FATAL ERROR."); goto 1 end
end;

procedure PROCI;
var nulll: Boolean;
Fposl: SetOfPos;
Lpos1: SetOfPos;
begin
if INCLASS=T then
begin null:=FALSE; Fpos:=INATT; Lpos:=INATT; ADVANCE end
else if INCLASS=EPS then
begin null:=TRUE; Fpos:=[]; Lpos:=[]; ADVANCE end
else if INCLASS='(" then
begin
ADVANCE;
PROCU(null1,Fpos1,Lposl);
PROCUlist(nulll,Fpos1,Lposl,null,Fpos,Lpos);
if INCLASS<>")' then ERR(")");
ADVANCE
end
else ERR('symbol or (')
end;

begin { main }
pos:=0;
for i:='0' to 'Z' do inpSym[i]:=FALSE;
writeln; write (' "); ADVANCE;
new(cstate);PROCS(cstate”.s);
{if not EOLN then begin writeln ('}
cstate”.next:=NIL; HEAD:=cstate; LAST:=cstate;
writeln; write (' ":5);
for i:='0' to 'Z' do if inpSym([i] then write (i:4);
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writeln (" -'); write (' :5);
for i:='0' to 'Z' do if inpSym([i] then write (----);

repeat
write (nrows:5,'");
nrows:=nrows+1;
for i:='0" to 'Z' do row[i]:=[];
endyes:=FALSE;
for j:==0 to pos-1 do
if j in cstate™.s
then row[ptos[j]]:=row[ptos[j]]+Npos[j];
if pos in cstate”.s then endyes:=TRUE;
{ the next is to mark states with numbers and add new
states to the list }
for i:='0' to 'Z' do
if inpSym[i] and (row[i]<>[]) then
begin
k:=0; sc:=HEAD; newSt:=TRUE;
while (sc<>NIL) and newSt do
if sc”.s=rowl[i]
then begin newSt:=FALSE; write(k:4) end
else begin k:=k+1; sc:=sc”.next end;
if newSt then
begin
new(LAST".next);
LAST:=LAST".next;
LAST”.s:=row[i]; LAST”.next:=NIL;
write (k:4)
end
end
else
if inpSym[i] and (row[i]=[]) then write(" NO");
{end for}
if endyes then write (' YES') else write (' NO");
writeln (');
cstate:=cstate”.next
until cstate=NIL;

write (' :5);
for i:='0" to 'Z' do if inpSym([i] then write (----);
writeln ("------ ");

1: writeln

end.
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Sledi nekoliko primera rezultata izvrSavanja programa za razlicite ulazne podatke.

Primer 1
abcd|=
A B C D -~
0/ 1 No NO NO YES|

Primer 2
a*b*c*d*
A B C D -
0] 0 1 2 3 YES|
1] NO 1 2 3 YES|
2| NO NO 2 3 YES|
3] NO NO NO 3 YES|

Primer 3

(ab))
~ Found ) when expected end of expr.



2. Gramatike

2.1. Krajnje levo i krajnje desno izvodenje u gramatici

Zadatak 2.1.1

Koja od slede¢ih sekvenci pripada jeziku opisanom zadatom gramatikom sa startnim
neterminalom <S>? Za svaki od slucajeva dati levo izvodenje, desno izvodenje i stablo
izvodenja.

a) aacb

b) aacbccb

1.<8> > a<A>c<B>
.<S§> > <B>d <S>
.<B>—> a<S>c<A>

.<B>—> ¢ <A><B>

2

3

4

5.<A> —> <B>a<B>
6. <A>—>a<B>c
7.<A>—>a

8

.<B>->b

Analiza problema
Bezkontektsna gramatika G opisana je uredenom cetvorkom (Vy, Vr, P, <S>) gde:
e  Vy predstavlja skup neterminalnih simbola, u konkretnom sluc¢aju Vy = {<S>, <A>, <B>}.

e Vi predstavlja skup terminalnih simbola, u konkretnom slu¢aju Vr={a,b,c, d}.
Terminalni i neterminalni simboli se jednim imenom nazivaju gramaticki simboli.
V = V1 U Vy predstavlja skup gramatickih simbola.

93
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e P predstavlja skup smena (produkcija) oblika <X> — a, gde <X> na levoj strani smene
predstavlja proizvoljan neterminalni simbol, a o na desnoj strani smene predstavlja
proizvoljan niz od nula ili viSe gramatic¢kih simbola.

e <S> e Vy predstavlja startni neterminal.
Gramaticko izvodenje, u oznaci
p<X>y=Pay

predstavlja primenu neke gramaticke smene <X>— o da bi se u nekom nizu gramatickih
simbola (takozvanoj sentencijalnoj formi) 3 <X>y zamenilo pojavljivanje leve strane smene
odgovaraju¢om desnom stranom. Ako se izvodenje posmatra kao relacija na skupu
sentencijalnih formi V" (zvezdastom zatvaranju skupa V, odnosno skupu svih sekvenci simbola
iz V duzine 0 ili vise), onda se tranzitivno zatvaranje ove relacije, u oznaci = naziva izvodenje
u jednom 1ili viSe koraka, a refleksivno-tranzitivno zatvaranje relacije izvodenja, u oznaci =,
naziva se izvodenje u nula ili viSe koraka.

Jezik opisan gramatikom G, u oznaci L(G) predstavlja skup svih sentenci (nizova terminalnih
simbola) koje se mogu izvesti iz startnog neterminala <S> u nula ili viSe koraka izvodenja:

L(G) = {x|<S> = x, x € V1'}

Resenje
a)

Sekvenca aacb pripada jeziku date gramatike ako i samo ako je moguce izvodenje sekvence
aacb iz startnog neterminala <S>. U prvom koraku izvodenja, u obzir za zamenu <S> dolaze:

e smena I, ¢ija desna strana pocinje terminalom a, kao i

e smena 2. Cija desna strana pocinje neterminalom <B>, koji se moZe kasnije zameniti
primenom smene 3. ¢ija desna strana takode pocinje terminalom a.

Uoc¢imo medutim da desna strana smene 2. sadrzi terminal d koji se ne pojavljuje u datoj
gramatici, pa prema tome otpada iz daljeg razmatranja. U izvodenju, prema tome, primenjujemo
smenu 1:

<S> =a<A>c<B>
0
1

Sada se vidi da neterminal <A> treba zameniti primenom smene 7, a neterminal <B> primenom
smene 8 (ostale smene elimini$u se iz razmatranja jer sadrze i druge terminale osim potrebnih):

<S>=a<A>c<B>=aac<B>=aachb
0 1 1
1 7 8

Posto je u svakom koraku izvodenja zamenjivan prvi neterminal s leve strane u svakoj
sentencijalnoj formi, dobijeno izvodenje naziva se levim izvodenjem (engl. leftmost derivation),
$to se moze posebno naznaciti na sledeci nacin:

<S>= npa<A>c<B>=j,aac<B>= aach
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Ukoliko se u svakom koraku izvodenja zamenjuje krajnje desni neterminal u sentencijalnoj
formi, dobija se desno izvodenje (engl. rightmost derivation):

<S>= a<A>c<B>= ja<A>cb=,jaach

Stablo izvodenja je graficka predstava izvodenja. Cvorovi stabla odgovaraju gramatickim
simbolima. Izvodenje <X> =Y Z V se u stablu izvodenja predstavlja na taj na¢in $to ¢vor <X>
ima ¢vorove naslednike Y, Z i V navedenim redosledom. U konkretnom slucaju, navedenim
izvodenjima sekvence aacb iz neterminala <S> odgovara stablo izvodenja na SI. 2.1.1.

<>

Sl 2.1.1

b)

Razmotrimo izvodenje sekvence aacbcceb iz startnog neterminala <S>. U prvom koraku mora se
primeniti 1. smena (jer 2. smena sadrzi terminal d koji se ne pojavljuje u ulaznoj sekvenci):

<S> = a<A>c<B>
0
1

Sada moramo razmotriti sve varijante uparivanja terminala c¢ iz sentencijalne forme a <A> c
<B> sa ulazom aacbccb. Ukoliko se uparuje sa prvom pojavom simbola c s leve strane u ulazu,
treba da vazi:

1. <A>=a,i
2. <B>= bccb.

Tacka 1. sledi na osnovu 7. smene. U razmatranju tacke 2. otpadaju 3. smena jer sadrzi a, 4.
smena jer pocinje sa ¢ i 8. smena jer sadrzi samo b. Znaci tacka 2. nije ispunjena.

Razmotrimo sada varijantu kada se ¢ u sekvenci a <A> ¢ <B> uparuje sa drugom pojavom
simbola ¢ u ulaznom nizu aacbccb. Tada treba da vazi:

1'' <A>=acb,i
2'. <B>=cb.

Nijedna od smena 5, 6 i 7 ne moze se primeniti u izvodenju 1°, prema tome ova varijanta
otpada.
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Poslednja varijanta je uparivanje simbola ¢ u sekvenci a <A> ¢ <B> sa poslednjom pojavom
simbola ¢ u ulaznom nizu aacbcecb.

Tada treba da vazi:
1". <A>= acbc, i
2". <B>=b.

U izvodenju 1” u prvom koraku moze se primeniti isklju¢ivo smena 6. <A> — a <B> c, §to
znaci da treba da vazi <B> — cb. Medutim, neterminal <B> ne generiSe nijednu sekvencu
duzine 2 simbola, tako da i ova varijanta otpada.

"
ZakljuCujemo da ne vazi <S> = aacbccb, odnosno da pomenuta sekvenca ne pripada jeziku
date gramatike.

Diskusija
Postoje formalne metode za utvrdivanje pripadnosti sentence nekom jeziku. Parser je procedura
koja na osnovu date gramatike utvrduje, za zadatu sekvencu, pripadnost sekvence jeziku

opisanom datom gramatikom i njeno izvodenje iz startnog neterminala. U slede¢im poglavljima
razmatraju se razli¢iti metodi konstrukcije parsera.

Zadatak 2.1.2

Jedna bezkontekstna gramatika generise stablo izvodenja prikazano na Sl. 2.1.2.

<>

a <S> <B> <B> <A> a

Sl 2.1.2

a) Odrediti levo izvodenje koje odgovara datom stablu.

b) Koliko razli¢itih izvodenja odgovara ovom stablu?

Resenje

a)
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Dato je stablo izvodenja za sentencu abbaa §to se jednostavno dobija Citanjem listova pri
obilasku stabla. Za jedno stablo izvodenja postoji jedinstvena sentenca koji mu odgovara, ali
obrnuto ne mora da vazi kao u sluCaju dvosmislenih gramatika koje nisu pogodne za
programske jezike.

Moguce je identifikovati sledece gramaticke smene koris¢ene u konstrukciji datog stabla:
1. <S> <A><B><S>

2. <S> —><A>a

3. <8&>—>¢

4, <A>—>a

5. <B>— <S> <B><B>

6. <B>—>b

Trazeno levo izvodenje glasi:

<S> = |, <A><B><S> = |, a<B><S> = |, a<S><B><B><S> = |, a<B><B><S>

0 0
1 2 3 4 5
= 1m ab<B><S> = | abb<S> = abb<A>a =, abbaa
) ) 0
6 7 8

b)

U izvodenju sentence abbaa postoji ukupno 8 primena smena (na Sl. 2.1.3 svakom unutrasnjem
¢voru stabla odgovara po jedna primena smene; primene su numerisane indeksima uz ¢vorove).
Kada bi redosled primena smena bio proizvoljan, broj razli¢itih izvodenja bio bi jednak broju
permutacija 8 elemenata, a to je 8!. Medutim, prvo se uvek mora primeniti smena koja odgovara
¢voru stabla, a takode primene 4., 5. i 6. ne mogu pre primene 3. kao $to ni primena 8. ne moze
pre primene 7. Kada se iz razmatranja eliminiSu permutacije koje ne zadovoljavaju ova
ogranienja, ostaje 630 permutacija, §to ujedno predstavlja broj razlicitih izvodenja koje
odgovaraju datom stablu.

<S>,

<A>, <B>, <S>,

= N AN

a <S>, <B> <B><A> a
I I I I
€ b b a

Sl 2.1.3
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Zadatak 2.1.3

Date su dve ekvivalentne gramatike G; i Gy:
G = ({<S>, <A>,<B>}, {a, b}, P|,<S>) i
Gy = ({<S>, <A>, <B>}, {a, b}, P,, <S>)

gde su P, i P, dati sa:

1. <S> — b<A> 9. <8> — a<B><S>

2. <S> — a<B> 10.<S> — a<B>

3. <A>—>a 11.<S> — b<A><S>

4. <B>—>Db 12.<S> — b<A>

5. <A> > a<S> 13.<A> — b<A><A>
6. <B>— b<S> 14.<A>—>a

7. <A>— b<A><A> 15.<B> — a<B><B>
8. <B> — a<B><B> 16.<B>—>b

Koja je od ovih gramatika dvosmislena?

Analiza problema

Bezkontekstna gramatika G = (Vy, Vr, P, <S>) je dvosmislena ako postoji bar jedna re¢ u L(G)
sa dva ili viSe krajnje levih izvodenja. Gramatika ¢ije su smene date skupom P; se analizira i sa
drugog aspekta (Zadatak 2.2.4).

Resenje

Testirajmo najpre gramatiku G;. Podimo od smene 1. i sprovedimo krajnje levo izvodenje
(redni brojevi primenjenih smena navedeni su iznad oznake izvodenja):

1 7 3 7
<S> =b <A> =bb <A><A> =bba <A> =bbab <A><A>
Gl Gl C'l C'l
Izvr§imo drugacije krajnje levo izvodenje:

1 7 5 1
<S> =b <A>=bb <A><A> =Dbba <S><A> = bbab <A><A>
Gl Gl Gl Gl
Prvo i drugo krajnje levo izvodenje daju istu sentencijalnu formu iz koje se moze dobiti niz istih
sekvenci. Prvo izvodenje je razliCito od drugog jer u prvom imamo sentencu 1-7-3-7 a u
drugom 1-7-5-1. Dakle: gramatika G, je dvosmislena.
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Testirajmo sada gramatiku G,. Dovoljno je da ispitamo smene 9. i 10. jer su smene 11.1 12. u
pogledu postavljenog cilja sli¢ne. Prvo izvodenje daje:

9 15 16 16
<S> =a <B><S> = aa <B><B><S> = aab <B><S> =>aabb <S>= w <S>
2 G2 GZ GZ

Drugo izvodenje daje:

9 15 16 15
<S> =a <B><S> = aa <B><B><S> = aab <B><S> = aaba <B><B><S>

GZ G2 G2 G2
Odavde sledi da se polazec¢i od smene 9. ne mogu dobiti iste sentencijalne forme sa razli¢itim
krajnje levim izvodenjem zato §to se moraju da primene samo dve smene za <B> (15. 1 16.)
koje se razlikuju po pocetnim neterminalima. Pretpostavimo krajnje levo izvodenje:

*

<S> =>w <S>
G

Ovim se stvar vrac¢a na pocetak. Ako stavimo <S> — a<B><S>, taj slucaj je ve¢ razmatran.
Ako stavimo <S> — a<B>, analiza je ista jer se i ovde mogu primeniti samo smene 15. i 16.
Ako bismo stavili <S> — b<A><S> ili <S> — b<A>, dobija se isto po principu simetrije.
Dakle, zakljucak je da gramatika G, nije dvosmislena.

Zadatak 2.1.4

Ako gramatika G sadrzi smene koje su levo i desno rekurzivne sa istim simbolima na levoj
strani, onda ona mora da bude dvosmislena. Dokazati.

Analiza problema

Gramatika je dvosmislena ako za datu sekvencu weL(G) ima dva ili viSe stabla izvodenja. S
obzirom da nije data konkretna gramatika, utvrdivanje dvosmislenosti se moze formulisati i na
sledeci nacin: gramatika je dvosmislena ako postoje dva ili viSe stabla izvodenja koje proizvode
istu sentencijalnu formu. Jasno je da se iz istih sentencijalnih formi moze dobiti ista sekvenca
weL(QG).

Resenje
Prema postavci zadatka, u gramatici mora da postoji smena oblika
<A> = <A>a<A>.

Ocigledno je da od ove smene mogu da se proizvedu dva ili vise podstabala istih sentencijalnih
formi, SI. 2.1.41 S1. 2.1.5.
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<A>

<A> o <A>
> o >

<A <A

SL 2.1.4: Sentencijalna forma: <A>0a<A>0<A>
<A>
<A> o <A>
<A> o <A>
SL 2.1.5: Sentencijalna forma: <A>0a<A>0<A>

Zadatak 2.1.5

Dati primer gramatike kod koje svaka sekvenca u jeziku ima beskonacan broj stabala izvodenja.

Analiza problema

Jedan moguci pristup reSavanju ovog problema je da se dobije sentencijalna forma ¢ija duzina
moze da se menja od 0 do « i koja bi se sastojala samo od jednog neterminala, startnog simbola
<S>. Uvodenjem prazne smene <S> — & moglo bi se kontrolisati dobijanje svake sekvence
preko beskonacnog broja stabala izvodenja.

Resenje

Polaze¢i od ideje izloZene u analizi problema, jedna gramatika G koja ima beskonacan broj
stabala izvodenja za svaku sekvencu mogla bi da bude oblika

1. <S>— <S><S>
2. <S>—>a

3. <S>>¢
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Prvom i tre¢om smenom se obezbeduje generisanje sentencijalne forme ¢ija duzina moze da se
menja od 0 do oo, a drugom i tre¢om smenom se moze kontrolisati dobijanje neke sekvence na
beskonacan broj nacina. Jezik generisan gramatikom G je

L(G)=a".

Zadatak 2.1.6

Dati postupak kojim se utvrduje da data gramatika generiSe beskonacan broj sekvenci.

Analiza problema
Kao osnova resenja zadatka moze da posluzi sledeca teorema (videti takode Zadatak 2.2.7):

Neka je L bezkontekstni jezik. Postoje konstante r i s koje zavise samo od L, takve da za neku
re¢ z u L ¢ija je duZina |z| > 1, z se moZe napisati kao z = uvwxy, gde je [vwx|<s iV i X nisu
oboje prazni, tako da je za svaki ceo broj i > 0, uv'wx'y u L.

ReSenje

Neka su r i s konstante iz navedene teoreme. Ako je z u L i |z| > 1, tada se z moZe napisati kao
uvwxy, gde za svako i > 0, uv'wx'y € L. S obzirom da i nije ogranieno s gornje strane, tada ako
postoji re¢ duzine vece ili jednake r, jezik L je beskonacan.

Pretpostavimo da je L beskonac¢an. Tada postoje proizvoljno duge reci u L, posebno reci duzine
veée od r + s. Ova re¢ se moze napisati kao:

uv'wx'y,

gde je |[vwx|<s, |v|+|x|>0, a uv'wx'y je u L za svako i>0. Posebno, uwy e L, i
[uwy| < Juvwxy|. Takode, vaze [uwy| > r jer je:

[uvwxy| >1+ s

[vwx| + [uwy| = [uvwxy| + [w]

luwy| = [uywxy| — [vWx| + |w]
odakle sledi da je:

[uwy]| >,

Ako je [uwy| >r + s, postupak treba ponavljati dok se ne nade eventualno re¢ u L duzine 1,
r<I<r+s. Stoga je L jezik sa beskona¢nim brojem re¢i onda i samo onda ako sadrzi rec¢
duzine 1.

Primer: Data je bezkontekstna gramatika G u normalnoj formi Comskog:
<A> — <B><C>
<B> — <B><A>

<C> > <B><A>
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<A>—>a
<B>-—>b
Proveriti da li je jezik generisan ovom gramatikom beskonacan.

Posto gramatika ima tri neterminala, neka je r =2%', i s=2% gde je k jednako broju
neterminala. U ovom primeru k=3. Dakle, r =4 i s = 8. Pronadimo re¢ u datoj gramatici ¢ija je
duzina vecéa od 12. Neka je to re¢

Z = ba_bbabba_ba__bba
odnosno u = ba, v = bbabba, w = ba, x =¢, y = bba.
|Z|=13>r+s=12
[vwx| =8 <s=8
luwy| =7
4<7<12

Dakle, jezik L(G) sadrzi beskonacan broj sekvenci.

2.2. Nalazenje formalnog i neformalnog opisa jezika na osnovu
gramatike i obrnuto

Zadatak 2.2.1

Naci bezkontekstnu gramatiku za izraze A-racuna koji su opisani sledecom definicijom:
Izraz A-racuna je:

e promenljiva, ili

e simbol A iza Cega sledi promenljiva iza koje sledi izraz, ili

e dvaizraza odvojena zarezom unutar zagrada

Resenje

Izraz ¢e biti opisan neterminalom <E>, koji je ujedno i startni neterminal. Skup terminalnih
simbola je V1 = {A variable (), }. Gramati¢ke smene piSemo na osnovu neformalnog opisa:

1. <E> — variable
2. <E>— A variable <E>

3. <E>—> (<E>,<E>)
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Zadatak 2.2.2

Opisati jezik koji se generiSe pomocu sledec¢e gramatike sa startnim simbolom <S>.
1. <S> — 10<S>0

2. <S> — a<A>

3. <A> — b<A>

4. <A>—>a

ReSenje

Razmotrimo najpre skup sentenci koje se mogu izvesti iz neterminala <A>. ViSestrukim
primenama 3., pa zatim 4. smene dobija se:

<A> :*> b" a, m>0
Visestrukim primenama 1. smene, pa zatim primenom 2. smene dobija se:
<S> = (10)"a<A>0", n>0
Kada u obzir uzmemo sentence koje je moguce generisati iz <A>, dobijamo konac¢no reSenje:

L(G)={(10)"ab™a0"|m,n>0}

Zadatak 2.2.3

Pronaci bezkontekstne gramatike koje generisu sledece jezike:
a) {10 0M} n>m>0

b) {1200 M O0M}m, n>0

o) {10M MO mn>0

d) {13020y n>0

e) {1M0M 1P} n+p>m>0

ReSenje
a)

Najkraca sentenca u skupu {170™}, n>m>0 je 110. DuZe sentence mogu se dobiti
repetitivnim dodavanjem jedne jedinice na pocetak sentence, ili istovremeno jedne jedinice na
pocetak i jedne nule na kraj:

I. <8>—>110
2. <§>—> 1<S>0

3. <S> 1<S>
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b)

Sentence oblika 11 0" 1M 0™ m, n > 0 sastoje se iz dva podniza istog oblika 1*0*, k > 0 koji se
opisuju posebno uvedenim neterminalom <S;>:

1. <§> — <§p><§>
2. <S> 1<S>0
3. <S>—>¢

<)

Posebnim neterminalom <S;> opisujemo podnizove oblika 0™ 1™, m > 0. Sentence dobijamo
repetitivnim dodavanjem jedinice na pocetak i nule na kraj, Sto je definisano pravilima za startni
neterminal <S>:

1. <S8>—1<S>0

2. <S> - <S>

3. <S> —>0<S>1

4. <S§>-—>¢

d)

Trazena gramatika glasi:

I. <S>—>11

2. <S>—111<S>0

e)

Zadati skup sekvenci {1"0™ 1’} n+p>m > 0, sastoji se iz dva podskupa:

e sekvence koje ne sadrze 0 i koje predstavljaju niz od jedne ili viSe jedinica; ove sekvence
opisane su smenama 2., 14. 1 15. u gramatici koja sledi;

e sekvence oblika {1"0™ 1°}, n+p>m>0. Da bismo opisali ove poslednje, razmotrimo
najpre sekvence oblika {1" 0 1P}, n+p =k > 0. Ovaj skup sekvenci mozemo predstaviti
unijom:

{170™ U {OP 1P} U {17 0"} x {07 17}, n>0,p>0

i opisan je smenama 9., 10, 11, 12. i 13. pri ¢emu smene 10. i 11. opisuju skup {1" 0"},
smene 12. 1 13. skup {0° 1P}, a smene 7., 8. i 9. napred navedenu uniju.

Konac¢no, svaka sekvenca skupa {1"0™ 1°}, n+p >m > 0 dobija se dodavanjem jedne ili
veceg broja jedinica na poCetak ili na kraj ili sa obe strane neke sekvence skupa {1" 0 17},
n+p=k>0. Dodavanje jedinica na pocetak sekvence opisano je smenama 3. i 5.,
dodavanje na kraj smenama 4. i 6. a kombinacijom ovih smena postiZze se dodavanje i na
pocetak i na kraj. Smenom 1. dodaje se opisani skup u jezik trazene gramatike.

1. <S> - <S> 9. <S> <S,><S;>
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2. <S8>-><Sp> 10. <S> —> 10

3. <Sp> > 1<Sp> 11. <S> — 1<S,>0
4. <S> — <Sp>1 12. <S> —> 01

5. <S> —>1<§p> 13. <S> — 0<S;>1
6. <Sp> —> <S>l 14. <S> — 1<Sp>
7. <S> <S> 15. <S> — 1

8. <S> — <S>

Zadatak 2.2.4

Data je bezkontekstna gramatika G = (Vy, Vr, P, <S>), gde je Vy = {<S>, <A>, <B>},

Vri={a, b}, a P se sastoji od slede¢ih smena:
1. <S> — a<B> <A> — b<A><A>
2. <S> — b<A> <B>->b

3. <A>—>a <B> — b<S>

N w

4., <A>— a<S> <B> — a<B><B>

Treba dokazati da je L(G) = {w | w € V7', i w se sastoji od jednakog broja terminalaaib}.

Analiza problema

Dokazivanje prethodnog stava treba zasnovati na primeni indukcije na duzinu sentence
generisane u gramatici G. Iz analize gramatike sledi formulacija slede¢e induktivne hipoteze:

1. <S> % w akko w sadrzi isti broj terminalaaib.
2. <A> % w akko w sadrzi za jedan viSe terminala a od terminala b.

* e . o . .
3. <B>2w akko w sadrzi za jedan viSe terminala b nego terminala a

Resenje

Induktivna hipoteza

. . . . . . * * .. v . .
Ova hipoteza je sigurno tacna za [w| = 1, jer je <A> = a, <B> = b, i iz <S> se ne moze izvesti
sentenca duzine 1. Takode, iz smena 4. i 5. mogu se izvesti samo sentence a i b duzine jedan.

Pretpostavimo da je induktivna hipoteza ta¢na za sve sentence w ¢ija je duzina n—1 ili manja.
Treba pokazati da je ona tatna i za |w| = n. Ako je <S> => w, tada izvodenje mora da zapoéne sa
<S> —>a<B> ili <S> —>b<A> U prvom slucaju w je oblika aw;, gde je |w;| = n-1 i
<B>= w,. Prema induktivnoj hipotezi, broj terminala b u w; je za jedan veéi od broja
terminala a, te se w sastoji od jednakog broja neterminala a i b. Na sli¢an nacin se razmislja i u
slu¢aju da izvodenje zapocinje sa <S> — b <A>.
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Induktivna hipoteza — stav 1.

Sada treba dokazati akko deo prvog stava induktivne hipoteze, to jest, ako je |[w| = n, w se
sastoji od jednakog broja terminala a i b, i tada je <S>=>w. a ili b su prvi simboli u w.
Pretpostavimo da je w = aw;. S obzirom da je |w;| = n—1, w; ima za jedan veci broj terminala b
od broja terminala a. Prema induktivnoj hipotezi, <B>=>w;. U tom slucaju,
<S> = a <B> = aw; = w. Na sli¢an nagin se vr3i dokaz i ako w po¢inje sa b.

Induktivna hipoteza — stav 2.

Sada treba dokazati akko deo drugog dela induktivne hipoteze, to jest, ako je [w|=n=2k+ 11
w sadrZi za jedan vise broj terminala a od terminala b, tada je <A> = w. a ili b su prvi simboli u
w. Pretpostavimo da je w = aw;. S obzirom da je |wy| = n—1, w; ima isti broj terminala a i b.
Prema induktivnoj hipotezi, <S> = w,. Tada je <A> =a <S> = aw;=w, odnosno za
w = baaw;, <A> = b<A><A> = ba<A> = baa<S>=> baaw;, gde je <S>= w;. Po hipotezi, w;
sadrzi jednak broj terminala a i b, |wy| = 2k+1-3 = 2k-2, te je time stav 2. dokazan.

Induktivna hipoteza — stav 3.

Ostavlja se Citaocu da sam dokaZe ovaj deo hipoteze. S obzirom na simetriju smena za <A> i
<B>, dokaz je u potpunosti sli¢an dokazu za stav 2. induktivne hipoteze.

Zadatak 2.2.5

Nac¢i kontekstno-osetljivu gramatiku G koja generiSe jezik
L={ww|w e {0, 1}"}

U neformalnoj interpretaciji L je skup re¢i u {0, 1} &ije su prva i druga polovina jednake.

Analiza problema

Kao i kod resavanja mnogih problema, moguce su razlicite putanje do cilja. Moguci koraci do
cilja postavljenog ovim zadatkom bili bi:

a) Generisati sentencijalne forme oblika
W<W>W<R><E> = w<T>W'<R><E>
gde je w' slika u ogledalu sentenci w u odnosu na neterminal <W>, a <T>, <R> i <E>
neterminali sa specijalnom ulogom.

b) Transformisati w u w.

Za generisanje sentencijalne forme pod a) potrebno je definisati poseban neterminal <W>, a za
kontrolu zavrietka njenog generisanja neterminal <T>. Za proces transformisanja w', korak po
korak, prebacivati simbole na pocetak druge polovine sentence u L koriste¢i neterminal <R>.
Kontrola zavrietka dobijanja sentenci u L, ujedno i preslikavanja w' u w bila bi izvedena
neterminalom <E>.

Resenje

Na osnovu analize problema, gramatika G koja generiSe jezik L imala bi slede¢i oblik:
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1. <S> <W><R><E>

2. <W>— 0<W>(0 ; Generisanje sentencijalne

3. <W>—> I<W>1 ; forme oblika w<S>w'<R><E>

4. <W> - <T> ; Kontrola zavrSetka generisanja w i w'

5. 00<R><E> — 0<R>0<R><E> ; Uvodi se neterminal <R> kako bi se

6. 01<R><E> — 1<R>0<R><E> ; obezbedilo pomeranje svakog znaka

7. 10<R><E> — 0<R>1<R><E> ; s desnog kraja w" ka pocetku druge

8. 11<R><E> — I1<R>1<R><E> ; polovine sentenci u L.

9. 00<R>— 0<R>0 ; obezbeduje pomeranje znaka s

10. 01<R> —1<R>0 ; desnog kraja w" ka odgovarajucoj

11. 10<R> — 0<R>1 ; poziciji u drugoj polovini

12. 11<R> — I<R>1 ; sentence u L.

13. <T>0<R> — O<R><T> ; Izolovanje poziciranog znaka u w'

14. <T>1<R> — 1<R><T> ; od preostalih znakova koje treba pozicionirati

15. <R><T> — <><T> ; obezbedivanje uslova za ponistavanje neterminala <R>

16. <T><E> —<L><L> ; zavrSetak preslikavanja w' i obezbedivanje uslova za
; zavrSetak generisanja sentence u <L>.

17. <L>—>¢ ; generisanje sentence u <L>.

Primer:

Generisati sentencu 0011100111. Imamo da je

w=00111

Sentencijalna forma 00111<T>11100<R><E> se dobija na jednostavan nacin primenom smena
1.,2.,3.14., zatim se izvodenje nastavlja primenom 5. smene itd.

<S>% 00111<T>11100<R><E> % 00111<T>1110<R>0<R><E>

1 7
=z 00111<T>110<R>10<R><E> = 00111<T>110<R>0<R>1<R><E>
1 1
% 00111<T>10<R>10<R>1<R><E> %l 00111<T>10<R>0<R>11<R><E>
8 1
=z 00111<T>10<R>0<R>1<R>1<R><E> %l 00111<T>0<R>10<R>1<R>1<R><E>

1 12
l? 00111<T>0<R>0<R>11<R>1<R><E> =z 00111<T>0<R>0<R>1<R>11<R><E>

8 13
=z 00111<T>0<R>0<R>1<R>1<R>1<R><E> =z 001110<R><T>0<R>1<R>1<R>1<R><E>
15 13
=z 001110<L><T>0<R>1<R>1<R>1<R><E> =z 001110<L>0<R><T>1<R>1<R>1<R><E>
15 14
z 001110<L>0<L><T>1<R>1<R>1<R><E> = 001110<L>0<L>1<R><T>1<R>1<R><E>
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15 14
? 001110<L>0<L>1<L><T>1<R>1<R><E> ? 001110<L>0<L>1<L>1<R><T>1<R><E>
15 14

z 001110<L>0<L>1<L>1<L><T>1<R><E> = 001110<L>0<L>1<L>1<L>1<R><T><E>

15 16
z 001110<L>0<L>1<L>1<L>1<L><T><E> =z 001110<L>0<L>1<[>1<L>1<[><[><] >
1717

=7 0011100111

Diskusija
Ostavlja se ¢itaocu da nade eventualno bolje reSenje, to jest, gramatiku koja ima manje smena.

U tom smislu, treba definisati druge globalne korake, ili pak izvrSiti analizu datih polaznih
koraka u cilju nalaZenja efikasnije gramatike.

Posmatrajmo jezik L= {wcw |we(alb)'}. Iz prethodnog zadatka sledi da ovaj jezik nije
bezkontekstni. U stvari, ovaj jezik daje apstrakciju problema provere da su identifikatori
deklarisani pre njihovog kori§¢enja u programima. Prvo w predstavlja deklaraciju identifikatora,
a drugo, njegovo koriS¢enje. Ovaj problem je znacajan kod programskih jezika kao Sto je
Pascal, koji zahteva da identifikatori budu deklarisani pre njihovog koriS¢enja. Stoga, gramatika
za Pascal ne specificira znakove u identifikatoru. Umesto toga, svi identifikatori su u gramatici
predstavljeni kao lekseme sa id. Kompilatori za takve jezike vrSe proveru koriséenja
identifikatora posle njegove deklaracije u toku semanti¢ke analize.

Posmatrajmo takode jezik L= {a"b"c"d™, n>1, m>1}. Ni ovaj jezik se ne moZe dobiti iz
bezkontekstne gramatike. Ovaj jezik daje apstrakciju problema provere usaglasenosti broja
formalnih parametara u deklaraciji procedure sa brojem stvarnih parametara u pozivu
procedure, a" i b™ predstavljaju liste formalnih parametara u dve procedure koje imaju n i m
argumenata, respektivno. ¢" i d™ su liste stvarnih parametara u pozivima ovih dveju procedura. I
ovde, sintaksa definicija i poziva procedure se ne bavi brojanjem parametara, (jer bi to bio
ulazak na podrudje parsiranja kontekstnog jezika) ve¢ se to takode radi u fazi semanticke
analize.

Zadatak 2.2.6

Naci kontekstno-osetljivu gramatiku G koja generise jezik

L={w|w e {a, b, ¢}” 1w sadrzi jednak broj terminala a, bi ¢}

Analiza problema

Gramatika mora da bude potpuna, to jest da generiSe sve sentence date osobine, a ne podskup
jezika tih osobina. Zbog tih uslova gramatika mora da bude kontekstno-osetljiva. Da je broj
terminala samo dva (na primer, a i b), problem bi se mogao resiti i bezkontekstnom gramatikom.

Resenje

Pre svega, mora se obezbediti da se u procesu izvodenja obezbede uslovi da sentencijalna forma
u svakom trenutku mora da sadrzi jednak broj terminala a, b i ¢, i da moze da pocinje bilo kojim
od njih. Ovaj uslov se lako ostvaruje slede¢im smenama:
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<S> — a<S><B><(C> <A>—>a
<S> 5 b<S><A><C> <B>—>b
<S> 5 c<S><A><B> <C>->c¢
<S>—>¢

S obzirom da svaka smena za <S> (izuzev <S> — ¢) zadovoljava uslov da generiSe jednak broj
terminala a, b i ¢, tada u bilo kom izvodenju sentencijalna forma ¢e imati strukturu iz koje se
dobija takode jednak broj terminala a, b i c.

Drugi uslov koji se mora ugraditi u smene je da je raspored terminala a, b i ¢ u sentenci
proizvoljan. Da bi se to obezbedilo moraju se uvesti kontekstno-osetljive smene:

<A><B> — <B><A>
<A><C> - <C><A>
<B><(C> — <C><B>
<B><A> — <A><B>
<C><A> > <A><C>
<C><B> — <B><C>

Ako posmatramo krajnje levo izvodenje, lako je zakljuciti da se bilo koji niz neterminala moze
prevesti u bilo koji drugi njihov raspored ne menjajuci pritom njihov broj. Na primer, iz

<A><B><B><(C><C><A><A><A><C><B><B>
u <A>S<A><A><A><B><B><B><B><(C><(C><C>
imamo sledece izvodenje:

<A><B><B><C><C><A><A><A><C><B><B> =
= <A><B><B><C><C><A><A><A><B><C><B> =

= <A><B><B><C><C><A><A><A><B><B><C> =
= <A><B><B><C><A><C><A><A><B><B><C> =

= <A><B><B><A><C><C><A><A><B><B><C> =
= <A><B><B><A><C><A><C><A><B><B><(C> =

= <A><B><B><A><A><C><C><A><B><B><C> =
= <A><B><B><A><A><C><A><C><B><B><C> =

= <A><B><B><A><A><C><A><B><(C><B><C> =
= <A><B><B><A><A><C><A><B><B><(C><C> =

= <A><B><B><A><A><A><C><B><B><(C><C> =
= <A><B><B><A><A><A><B><(C><B><(C><C> =

= <A><B><B><A><A><A><B><B><C><(C><C> =
= <A><B><A><B><A><A><B><B><C><C><C> =
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= <A>S<AS<B><B><A><A><B><B><(C><C><C> =
= <A>S<A><B><A><B><A><B><B><(C><(C><C> =

= <A>S<A><A><B><B><A><B><B><(C><(C><C> =
= <A>S<AS><A><B><A><B><B><B><(C><(C><C> =

= [ <A><A><A><A><B><B><B><B><(C><C><C>|

Dakle, gramatika ima slede¢i oblik:

1. <S> — a<S><B><(C> 8. <C><A> — <A><C>
2. <S> — b<S><A><C> 9. <C><B> — <B><C>
3. <S> — c<S><A><B> 10. <S> —> ¢

4. <A><B> — <B><A> 11. <A>—>a

5. <A><C> — <C><A> 12. <B>—>b

6. <B><C> — <C><B> 13. <C>—>c¢

7. <B><A> — <A><B>

Zadatak 2.2.7

Pokazati da
a) {a'b'|i> 1} pripada bezkontekstnom jeziku.
b) {a'b'c'|i> 1} ne pripada bezkontekstnom jeziku.

¢) Naci kontekstno-osetljivu gramatiku koja generise jezik dat pod b).

Analiza problema

Neka je L proizvoljan bezkontekstni jezik. Postoje konstante p i q zavisno od L, takve da ako
postoji re€ z € L, 1 |z| > p, tada se z moZe napisati kao z = uvwxy, gde je [vwx| < q a vix nisu
istovremeno &, tako da za svaki ceo broj i > 0, uv'wx'y pripada jeziku L. Primenjujuéi ovu
teoremu, moze se dokazati tanost stavova a) i b) postavljenih zadatkom.

Resenje

a)

Polazeéi od formalnog opisa sentenci u jeziku uviwxiy, i uopstavajuéi odnos
v=a, WwW=g Yy=¢g x=Db, u=¢

dobija se z = ab. Odavde sledi da je

|z|>11|vwx| <2
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¢ime su zadovoljeni uslovi postavljeni teoremom: postoje vrednosti p(1) i q(2) i z pripada jeziku
L. Sledi zakljucak da se jezik {a'b'|i> 1} moZe generisati bezkontekstnom gramatikom.

b)
Ako se u ovom slucaju uspostavi preslikavanje u = a,v=b,w=¢ x=c, y=¢
dobija se:
[z = Ja'be| > p
S obzirom da je p konstanta, uslov |z| > p je ispunjen zap =2 1ii > I, kao i uslov
[vwx| = [vx| = bc| < 2
Medutim, z = a'bc ne pripada jeziku izuzev zai= 1.
Lako se moze utvrditi da ni preslikavanje
v=a, W:bi, X=c¢, u=g Yy=¢

ne zadovoljava postavljene uslove, kao ni ostala preslikavanja. Dakle, jezik {a'b'c' |i> 1} ne
moze se opisati bezkontekstnom gramatikom.

<)

S obzirom da sve sentence pocinju sa a, kao i da je svaka sentenca uredena po terminalnim
gramatickim simbolima, za pretpostaviti je da je startna smena:

1. <S> — a<S><B><C>
Primenimo ovu smenu n—1 puta:
<S> % a<S><B><(C> % 2a<S><B><C><B><C> % %? a™'<S>(<B><C>)™!
Kako u sentenci imamo jednak broj a, b i ¢ druga smena bi bila
2. <S> — a<B><C>

Ako sada primenimo smenu 2. na dobijenu sentencijalnu formu, dolazi se do sledece
sentencijalne forme:

<S> % a"(<B><C>)"

Posto se neterminali <B> i <C> naizmeni¢no smenjuju, treba definisati kontekstno osetljivu
smenu koja bi dovela do toga da prvo dode n neterminala <B> pa zatim n neterminala <C>:

3. <C><B> — <B><C>
Primenom smene 3. na poslednju sentencijalnu formu, dobija se
<S> % A" <B>"<C>"

Ne mozemo sada da stavimo direktno smene <B> — b i <C> — ¢ zbog prve dve smene. Stoga
sledec¢e smene koje treba da zaokruze gramaticki opis jezika mora da vode raCuna o prve dve
smene. Dakle, da bi dobili abc, koristicemo drugu smenu i smene:

4. a<B> — ab
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5.b<C>—bc
Ovo se lako moze proveriti izvodenjem:
<S> % a<B><C> = ab<C> e abc
Medutim, ovo nije dovoljno. Posmatrajmo slucaj n = 2:
<S> % a2 <B>2<(C>? = gaa<B><B><(C><C> = aab<B><C><C>
Potrebna nam je sada smena:
6. b<B>—>bb
Primenom smena 5. i 6. dobija se
aab<B><C><C> = aabb<C><C> = aabbc<C>
Lako je zakljuciti da nam je potrebna jo§ smena:
7.¢c<C>—>cc
Na osnovu prethodne analize dobija se gramatika
1. <S> — a<S><B><C>
. <S> — a<B><C>

. <C><B> > <B><C>

. b<C>—>bc

2
3
4, a<B>—>ab
5
6. b<B>— b<C>
7

. c<C>—>cc
Sada ¢emo i formalno pokazati da data gramatika predstavlja jezik
L(G) = {a"b"c"|n>1}

U bilo kojem izvodenju koje poc€inje sa <S> bez kori$¢enja smene 2., nije moguée primeniti
smene od 3—7 jer svaka od njih zahteva kontekst koji se ne pojavljuje u sentencijalnoj formi
dobijenoj polaze¢i od smene 1. Posle primene smene 2., sentencijalna forma se sastoji od
simbola a, iza kojih sledi <S> koje je praceno naizmeni¢nim neterminalima <B> i <C>.

Posle primene smene 3., sentencijalna forma se sastoji od n simbola a, n > 1, iza kojih slede n
neterminala <B> i n neterminala <C> po istom redu. Posto se <S> vise ne pojavljuje, dalja
primena smena 1. i 2. je iskljucena. Oblik sentencijalne forme je da iza svih terminala slede svi
neterminali. Posle primene bilo koje od smena 3.—7., sentencijalna forma zavrSava ovakvu
strukturu. Dalje, lako se dolazi do zakljucka da su smene 4.—7. primenljive jedino na granici
izmedu terminala i neterminala. Svaka od ovih smena ima za posledicu konverziju jednog
neterminala <B>u b ili <C>u ¢. Smena 3. prouzrokuje pomeranje <B> u levo i <C> u desno.

Pretpostavimo da je izvrSena konverzija nekog od neterminala ¢ pre konverzije svih <B>ub. U
tom slu¢aju, sentencijalna forma se moZe predstaviti kao a'b'c a, gde je i < n, a a je niz
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neterminala <B> i <C>, ali ne svih neterminala <C>. Sada se mogu primeniti samo smene 3. i
7.; smena 7. se primenjuje na spoju terminala i neterminala, a smena 3. na spoju dva
neterminala. Moze se sada koristiti smena 3. da se preurede neterminali <B>1i<C>u a, aline i
da se ukloni bilo koji neterminal <B>. Smena 7. se moZze iskoristiti da konvertuje <C> u ¢ na
spoju terminala i neterminala, ali ¢e <B> biti, eventualno, krajnje levi neterminal. Medutim, ne
postoji nijedna smena koja ¢e da izmeni <B>, tako da se sentencijalna forma ne moze nikada
prevesti u sentencu.

Moze se zakljuciti da se svi neterminali moraju konvertovati na spoju terminala i neterminala
pre konverzije bilo kojeg neterminala <C> u c. Stoga, sentencijalna forma sastavljena od a" iza
kojih sledi n neterminala <B> i n neterminala <C> u bilo kojem redosledu, moze se svesti
jedino na sentencu a"b"c". Stoga je L(G) = {a"b"¢" [n>1}.

Zadatak 2.2.8

Naéi bezkontekstnu gramatiku koja generise jezik L(G) = {w|w € {a, b} gde w sadrzi
dvostruko viSe terminala a od terminala b}.

Analiza problema

Skup terminala je dat sa Vr = {a, b}. Ako je broj ¢lanova b u sentenci w jednak n, broj ¢lanova
a iznosi tada 2n. Dakle, moze se zakljuciti da je |w| = 3n. Dakle, dozvoljene duzine su 3, 6, 9,
12, 15, ... Prema zadatku, prazna sentenca ne pripada jeziku L(G). Takode, prema uslovu
zadatka, svi moguci rasporedi a i b u dogovorenom odnosu moraju biti zastupljeni u jeziku. Na
primer, w = aab, ali i w = baa, odnosno w = aba..

Resenje

Podimo od ¢injenice da sentenca w moze da poc€inje sa b ili sa a. Stoga vazi:

I. <8 —a<B>

2. <S> - b<A>

Zan =1, uvode se jos tri smene

3. <A>—>aa

4. <B>—>ab

5. <B>— ba.

Postavlja se pitanje kolika je duzina nizova generisanih
<B> % wp 1 <A> % Wa

<S> obzirom da je
<8> = wilw|=3n

dobija se
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|[wg|=3n—1, [wa] =3n -1

Sledece pitanje koje trazi odgovor je odnos broja ¢lanova a i b u sentenci wg i w,. Imajuéi u
vidu da u <S> — a<B> postoji ve¢ jedno a, broj ¢lanova a u wg treba da je 2n— 1, a broj
¢lanova b ostaje nepromenjen, dakle, n. Obrnuto, u <S> — b<A> se nalazi ve¢ jedno b, pa broj
¢lanova b u w, je n—1 dok broj ¢lanova a ostaje nepromenjen (2n). Sada je potrebno naci
smene koje ¢e generisati sentence w, i wg na osnovu postavljenih uslova uz dodatnu napomenu,
da one mogu da zapocinju takode sa a ili b.

Posmatrajmo najpre sentencu w,. Pored ve¢ navedene smene, <A> — aa, moguce su i sledece
smene pod navedenim uslovima:

6. <A>— b<A><A>
7. <A>— <A><A>b
8. <A>— <A>b<A>
9. <A>— a<A><B>
10. <A> — a<B><A>
11. <A>— <A><B>a
12. <A>— <B><A>a
13. <A>— <B>a<A>
14. <A> — <A>a<B>
Sli¢no, i za sentence wg se mogu formulisati smene, uz ve¢ postojece, <B> — ab i <B> — ba.
10. <B>— a<B><B>
11. <B>— <B>a<B>
12. <B>—<B><B>a
13. <B>— b<A><B>
14. <B>— <A><B>b
15. <B>— <B><A>b
16. <B>— b<B><A>
17. <B>— <A>b<B>
18. <B>— <B>b<A>
Lako je pokazati da za svaku smenu vaze postavljeni uslovi.
Na primer, za smenu 6.:
<A> :Z> b<A><A> :Z> . :Z> b™'<A>" % ) % b™'(aa)" = b"'a™

Smene 7. i 8. su permutacije gramatickih simbola smene 6., tako da i one ispunjavaju uslove.
Smena 9. daje sledecu sentencijalnu formu i sentencu:
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9 9 9 4 4
<A> = a<A><B>o...2 a" <A><B>" = = a"laa(ab)™!

Broj terminala a je 2n, a broj terminala b je n—1. Smene 10.—14. su samo permutacije
gramatickih simbola smene 9. tako da i one ispunjavaju postavljene uslove. Za smenu 15. se
dobija:

15 15 15 4 4
<B>= a<B><B>=..2a"'<B>"2...=a"(ab)"

Broj terminala a je 2n—1, a broj terminala b je n. Smene 16. i 17. su permutacije gramatickih
simbola smene 15. dok se za smenu 19. dobija:

19 19 19 ol ol 4 0l ppnl 3
<B> 2 <A><B>b 2.2 <A>"'<B>b"' = <A>"abb™ ...

e (aa)"'abb™"' = a”'b"

Smena 18. i smene 20.—23. su permutacije gramatickih simbola smene 19., tako da za njih nije
potrebno izvoditi posebno dokaz.

Videli smo iz ovih dokaza da su zadovoljeni uslovi na nivou svake od smena. Isto vazi i za
slucaj da se sentencijalna forma dobija primenom viSe razli¢itih smena — odnos ostaje isti. Na
primer, primenom smene 2 1. u sentencijalnu formu dobijenu iz smene 9., dolazi se do:

9 9 2 2 3
<A>= oA <As<B o At <as (b“’1 <B><A>“’1) =
G g GG G

3
:G>a“‘laa(b“‘1 <B><A>""! )

n-1 3 n-1 n-1 n—1 |1 3
—=a" aalb" ba <A> =...
G G

3 _ _ _1 \n—1
=a" 1aa(bn 'ba(aa)" 1)
G

Broj ¢lanova a u sentenci je
n,=2(n-172+2n-1)+2

a broj ¢lanova b:
n=(n-1)"+@-1)

¢ime je ispunjen uslov:
n,=2(n, +1)

Time je dokazano da u ovom slucaju vaze postavljeni odnosi. Isto vazi i za ostale moguce
kombinacije smena.

Ovim je utvrdeno da dobijena gramatika generiSe jezik datih karakteristika. Sada se postavlja
pitanje da li se ovakva gramatika moze redukovati, to jest, smanjiti broj smena. Imajuci na umu
da su smene 7. i 8. permutacije smene 6., smene 10.—14. permutacije smene 9., smene 16. 1 17.
permutacije smene 15. i smene 19.-23. permutacije smene 18., za pretpostaviti je da se neke
smene mogu izostaviti a da jezik ostane nepromenjen. Dakle, moze se dobiti ekvivalentna
gramatika s manjim brojem smena.

Za svaku od smena 6.-23. formiraéemo njene osnovne etalone koji se dobijaju odredivanjem
svih nizova terminala koji se mogu izvesti iz njene desne strane (Tabela 2.2.1).
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Iduéi unazad od smene 14. ka smeni 6., i od smene 23. ka smeni 15., elimini$u se one smene ¢iji
se etaloni nalaze u etalonima prethodnih smena. Elipsasto uokvirene smene su one koje se
odbacuju, a pravougaono uokvirene ostaju.

Tabela 2.2.1: Etaloni gramatic¢kih smena

neterminal <A> neterminal <B>
ctalon smena etalon smena
aabab
abaab
baaaa 6. <A> > b<A><A aabba 15. <B> —» a<B><B>
ababa
abaab
aaaab 7. <A> - <A><A>b 12;22:1? 16, <B> — <B>a<B>
baaba
ababa
aabaa baaba
8. <A> - <A>b<A> babaa 17. <B> —s <B><B>a
abbaa
aaaab baaab
aaaba 9. <A>—a<A><B> baaba 18. <B> — b<A><B>
aabaa aaabb
abaaa 10.<A> — a<B><A> aabab 19. <B> —» <A><B>b
aaaba baaab
aabaa 11.<A> — <A><B>3 abaab 20. <B>—> <B><A>b
abaaa bbaaa
baaaa 12.<A> — <B><A>a babaa 21. <B> — b<B><A>
abaaa aabab
baaaa 13.<A> — <B>a<A> aabba 72, <B> —» <A>b<B>
aaaab abbaa
aaaba 14.<A> — <A>a<B> babaa 23. <B> — <B>b<A>

Konacno, nasa gramatika dobija oblik:
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<S> —» a<B>
<S> — b<A>

<A> > b<A><A>
<A> — a<A><B>
<A> > a<B><A>
<A>— aa

<B> —» a<B><B>
<B> —» <B>a<B>
<B> - <B><B>a
<B> > <A><B>b

<B> — b<B><A>
<B>— ab
<B>— ba

Diskusija

Ostavlja se Citaocu da pokusa da nade drugacije reSenje. Da li je data gramatika dvosmislena?
Ako jeste, da li se moze naci ekvivalentna nedvosmislena gramatika? Treba imati na umu da
postoje dvosmislene gramatike kod kojih ne postoji ekvivalentna nedvosmislena bezkontekstna
gramatika koja generiSe isti jezik.

Zadatak 2.2.9
a) Pokazati da se jezik a'+ b ne moZe generisati bilo kojom bezkontekstnom gramatikom G
koja ima samo jedan neterminal.

b) Pronai, ako je moguée, regularnu gramatiku za jezik a” + b’

ReSenje

a)
Pretpostavimo suprotno, to jest, da postoji bezkontekstna gramatika G sa terminalima a i b i

jedinstvenim neterminalom <S> koja opisuje skup L = {a" | m >0} U {b"|n > 0}.

S obzirom da je broj sekvenci jezika L beskonacan, a broj smena u gramatici G konacan, za
neku dovoljno veliku konstantnu vrednost K > 0 sentenca a* ne moze se neposredno izvesti iz
neterminala <S> primenom samo jedne smene. Drugim rec¢ima, u izvodenju se mora koristiti
smena na ¢ijoj desnoj strani postoji bar jedna pojava <S> kao jedinog gramatickog neterminala.
Pretpostavimo da se radi o smeni oblika:

<S> > a<S>B

gde su a i B proizvoljni nizovi gramatickih simbola duzine 0 ili viSe, pri ¢emu ne mogu
istovremeno i o i B biti duzine 0 jer bi se tada ova smena mogla ukloniti iz gramatike bez uticaja
na jezik koji opisuje. Bez smanjenja opstosti tvrdenja mozemo pretpostaviti da je ova smena
upotrebljena u prvom koraku izvodenja:

.
<S> = a<S>B = afa%a®
pri ¢emu je:

a%ap,<s>:G>aQiB:G>aR
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P, Q i R su proizvoljne konstante za koje vazi P, Q, R > 0, P+Q+R=K i nisu istovremeno i P i R
jednaki nuli. S druge strane, u skladu sa pretpostavkom imamo

<s>= bt
za proizvoljno L > 0. Na osnovu gornjeg razmatranja zakljucujemo da mora postojati izvodenje:
*
<S>= a<S>f = a"bta®

odnosno u jeziku L se nalazi i sentenca koja se sastoji i od terminala a i od terminala b, §to
protivreci pretpostavei. Prema tome, ne postoji gramatika sa jednim neterminalom za opis skupa
L, ¢ime je dokaz zavrSen.

b)

Analiza problema

Jezik a* + b* generisan gramatikom G se moZe razloziti na dva jezika L(G,) i L(Gy), gde je
L(G,) = {a*} i L(Gp) = {b*}

to jest,

L(G) = (G,) v L(Gy) = L(Ga) + L(Go)

Resenje

Jezik L(G,) = {a*} moZe se generisati regularnom gramatikom
1. <S8>—a<S>

2. S—>e¢

a jezik L(Gyp) = {b*} regularnom gramatikom

1. <S>-— b<S>

2. <S&>->¢

Polaze¢i od teoreme da je regularna gramatika zatvorena u odnosu na operaciju unije,
rezultantna gramatika treba da generiSe takode regularne sentence. Gramatika koja generiSe
uniju dva regularna skupa imala bi slede¢i oblik:

I. <8>—><§p> 4. <S>—>c¢

2. <S> > <S> 5. <Spy» - b<S,>
3. <Sl> —> a<Sl> 6. <Sz> —> &
Diskusija

Slede¢i definiciju dobijena gramatika je bezkontekstna i pripada klasi desno-linearnih
gramatika. Medutim, desno-linearna gramatika generiSe regularne sentence i moze se
transformisati u regularnu gramatiku u skladu sa njenom definicijom.
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2.3. Gramaticke transformacije

Zadatak 2.3.1

Pronadi suvi$ne neterminale u slede¢oj gramatici sa startnim simbolom <S>.

1. <S> — a<A><B><C> 9. <C> — a<E><S>
2. <S> b<C><E><S> 10. <C> — b<E>

3. <S8 —>a<E> 11. <D> — a<A><C>
4. <A>—>Db<E> 12. <D>—d

5. <A> — <S><C><D> 13. <E> — a<C><E>
6. <A>—>d 14. <E>—>¢

7. <B>— d<F><S> 15. <F> — <A><B>
8. <B>— a<B><C> 16. <F> — a<F>

Analiza problema

Suvisni neterminali dele se na mrtve i nedostizne. Neterminal <A> je mrtav ako i samo ako se iz
<A> ne moze izvesti nijedna sekvenca terminalnih simbola, to jest:

{(W]|<A>=>w}=O.
U suprotnom slucaju neterminal <A> je ziv.

Neterminal <A> je nedostizan ako i samo ako se <A> ne pojavljuje ni u jednoj sentencijalnoj
formi izvedenoj iz startnog neterminala <S>, odnosno ako ne vazi:

<S> = a<A>B

gde su o i B proizvoljne sekvence gramatickih simbola duzine nula ili vi§e. U suprotnom slucaju
neterminal <A> je dostizan.

Suvisne neterminale i smene u kojima se oni pojavljuju moguce je ukloniti iz gramatike bez
uticaja na jezik koji ona opisuje.

Resenje

Prvo treba pronaci i ukloniti mrtve neterminale, pa onda nedostizne, jer uklanjanjem mrtvih
neterminala neki od prethodno dostiznih neterminala mogu postati nedostizni.

Odredi¢emo sve zive neterminale date gramatike, preostali su mrtvi. Skup zivih neterminala
formiramo iterativno na slede¢i nacin:
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1. Inicijalno je skup Zivih neterminala Z prazan.

2. Razmatramo redom smene date gramatike: Ako je razmatrana smena oblika <A> — o pri
¢emu je desna strana prazna sekvenca ili sekvenca sastavljena isklju¢ivo od terminala i
samo onih neterminala koji se pojavljuju u skupu Z (ako takvi postoje), dodajemo
neterminal <A> u skup Z.

3. Postupak nastavljamo sve dok postoji promena u skupu Z, razmatrajuéi po potrebi svaku
gramaticku smenu viSe puta.

4. Neterminali koji nisu Zivi pripadaju skupu mrtvih neterminala M = Vy— Z.

U zadatoj gramatici,

o <A> <D>, <E> su sigurno Zivi jer se mogu zameniti terminalom
e <S> je ziv na osnovu 3. smene

e <C>jeziv na osnovu 9. smene

Mrtvi neterminali su dakle <B> i <F>. Sve smene u kojima se pojavljuju <B> i <F> su
nepotrebne pa iz gramatike uklanjamo smene 1, 7, 8, 15 1 16, pa ostaju smene:

2. <S> b<C><E><S> 10. <C> - b<E>

3. <S> a<E> 11. <D>— a<A><C>
4. <A>—>b<E> 12. <D>—d

5. <A>— <S> <C><D> 13. <E>—> a<C><E>
6. <A>—>d 14. <E>—>¢

9. <C>—> a<E><S>

Sada treba odrediti sve dostizne neterminale date gramatike, preostali su nedostizni. Skup
dostiznih neterminala formiramo iterativno na sledec¢i nacin:

1. Inicijalno, skup dostiznih neterminala D sadrzi samo startni neterminal.

2. 1z skupa D biramo neterminal <A> koji nije prethodno razmatran. Razmatramo sve smene
sa levom stranom <A>. U skup D dodajemo sve neterminale koji se pojavljuju na desnim
stranama ovih smena.

3. Prethodni korak ponavljamo dok ne razmotrimo sve neterminale iz skupa D.

4. Neterminali koji nisu dostizni pripadaju skupu nedostiznih neterminala N = Vy — D.

U zadatoj gramatici:
e dostizan je <S>
e iz <S> moZemo izvesti sekvence sa <C> i ><E> pa su i oni dostizni;

e iz smena za <C> i <E> ne mozemo u skup D dodati nove neterminale; postupak se
okoncava.
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Dakle nedostizni su <A> i <D>. Iz gramatike uklanjamo sve smene u kojima se oni nalaze.
Tako se gramatika svodi na:

7. <S> —Db<C><E><S> 16. <C>—>b<E>

8. <S> —>a<E> 19. <E> — a <C><E>
15. <C> — a<E> <S> 20. <E>—>¢

Zadatak 2.3.2

Data je bezkontekstna gramatika G koja sadrzi, izmedu ostalog, smene oblika <A>— <B>.
Naci ekvivalentnu gramatiku G; koja nece sadrzavati smene ovog oblika.

Analiza problema

Eliminisanje smena ovog tipa ima prakti¢an smisao u eliminisanju kruZenja pri izvodenju
terminalnog niza u nekoj gramatici. Kruzenje ili cikliranje je opisano sa <A>=— <A>. Na
primer, <A> — <B>, <B> — <C>, <C> — <D>, <D> — <A>: <A> o <A>.

Resenje

Neka je gramatika G = (Vy, V1, P, <S>). Smene oblika <A> — <B> nazivamo smenama tipa E
a ostale smenama tipa NE. Formirajmo novi skup smena P, polaze¢i od P, ukljucivanjem svih
smena tipa NE koje se nalaze u P. Neka je <A> = <B> za<A> <B>e V\. U P, dodajemo
sve smene oblika <A> — a, gde je <B> — o smena tipa NE u P. Ovim pristupom dobili smo
gramatiku G; = (Vy, Vr, Py, <S>). Stoga, ako postoji izvodenje sekvence w u G, tada postoji i
izvodenje w u G. Neka je sada w € L(G) i posmatrajmo krajnje levo izvodenje w u G, na primer
<S>=aqy DU U =W, Ako je, za 0<i<n, oy = Qs dobijeno primenom smene tipa
NE, tada je o it Pretpostavimo da je oy = il dobijeno primenom smene tipa E, ali je o
1 O 1zvedeno smenom tipa NE izuzev ako j Je i=0. Pretpostavimo takode da je o+ 2 U

... 0; dobijeno primenom niza smena tipa E, a oj = oy:1 smene tipa NE. Odavde sledi da su
nizovi ai, G, ..., 04 iste duzine, a posto je izvodenje krajnje levo, simbol koji je zamenjen u
svakom od njih mora da se nalazi na istom polozaju. Tada je o = Ol dobijeno primenom
jedne od smena u Py — P. Otuda je L(G,) = L(G).

Zadatak 2.3.3

Posmatrajmo gramatiku
G = ({<S>, <A>, <B>}, {0, 1}, P, <S>),

gde se P sastoji od slede¢ih smena:
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1. <S> > <A><B> 5. <B>—>¢
2. <A> — <B><S><B> 6. <B>—>0
3. <A> > <B><B> 7. <A>—>1

4. <B>—> 0<A>1

Naci ekvivalentnu gramatiku u kojoj se <S> ne pojavljuje na desnoj strani bilo koje smene i
<S> — ¢ je jedina prazna smena.

Analiza problema

Problem postavljen zadatkom znaci eliminisanje praznih smena. Eliminisanje praznih smena je
jedan od neophodnih preduslova, za primenu algoritama za eliminisanje leve rekurzije. Ako se u
nekoj gramatici G, dobija <S> = & onda je <S;> — ¢ jedina dozvoljena prazna smena u novoj
gramatici G;. U tom slucaju, takode, neophodno je najpre gramatiku G transformisati u oblik u
kojem se startni simbol ne pojavljuje na desnoj strani bilo koje smene. Ako se to ne bi uradilo,
tada bi smena oblika <A> — <S> prouzrokovala nova poniStavanja neterminala, $to se u ovom
postupku zeli izbeéi. Nakon ove transformacije, prislo bi se uklanjanju praznih smena u skladu s
algoritmom u Prilogu 5.2.6.

ReSenje
Posmatrajmo sledece izvodenje:
<S> % <A><B> % <B><B><B> % <B><B> % <B> % €

S obzirom da je izvodenjem dobijeno da je <S> = &, mora se pristupiti modifikaciji gramatike
kako ona ne bi imala ni u jednoj smeni na desnoj strani startni simbol <S>. Postupak koji se
sprovodi pri ovoj modifikaciji je sledeéi.

Neka je data gramatika G=(Vy, Vr,P,<S>) i neka je novodobijena gramatika
Gy =(Vy U {<S>}, V1, P1, <S>), pri ¢emu vazi <S;> ¢ Vy i <S> ¢ Vr. Py se sastoji od svih
smena gramatike G, uz dodavanje smena oblika <S;> —> a gde je <S> —> o smena u P.
Ocigledno je da se <S;> kao novi startni simbol ne pojavljuje ni u jednoj smeni P, na desnoj
strani. Sada treba utvrditi da vazi L(G,) = L(G). Pretpostavimo da je <S> = w. Neka je prva
smena primenjena u izvodenju <S> — a. Tada mozemo da piSemo da

«
<S> Ta=>w
Prema definiciji za P,
<S>—>aebP;
te vazi
<S>
Sl a o
S obzirom da P, sadrZi sve smene u P, moze se napisati
*
a=wW

te je
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*
<>
S] aw

Iz ovoga se moze zakljuciti da je L(G) < L(G,). Ako pokazemo da L(G,) < L(G) onda smo
dokazali da je L(G) = L(G,). Pretpostavimo da je

"
<S]> a W
Neka je prva primenjena smena <S;> — a<S> obzirom da
<S>—>aeP
vazi
<S> ? o
Sada je
"
oW

ali o ne moze da ima <S;> medu svojim simbolima. Budu¢i da se <S;> pe pojavljuje na desnoj
strani ni u jednoj smeni Py, nijedna sentencijalna forma u izvodenju a. = w ne ukljucuje <S,>.
Stoga je ovo izvodenje takode izvodenje u gramatici G; to jest

*
(X?W

Na osnovu ovog razmatranja zakljucujemo da je

<S> % W
to jest,
L(G) = (G
Polaze¢i od ove analize, gramatika G se lako transformise u G;; P, postaje:
1. <S> —> <A><B> 5. <B>—> 0<A>1
2. <S> <A><B> 6. <B>—>c¢
3. <A> — <B><S><B> 7. <B>—>0
4. <A> — <B><B> 8. <A>—>1

Koriste¢i algoritam iz Priloga 5.2.6, sprovodi se sledeci niz koraka da bi se dobila gramatika G,
u kojoj P, nema praznih smena izuzev za startni simbol.

1 4 6 6 6
1. <S> = <A><B> = <B><B><B> = <B><B>=<B>=¢
Gl Gl Gl Gl Gl
Dakle, jedna smena u P, je
<S>->c¢
2.1z P; se uklanja smena <B> — ¢.

3. <8>,<S>,<A>,<B> predstavlja skup neterminala iz kojih se mogu izvesti prazne sentence.
Ponistive smene su 1., 2., 3. i 4. obzirom da se na desnoj strani ovih smena nalaze neterminali
koji su svi ponistivi, onda treba napisati sve moguée kombinacije neterminala na desnoj strani.
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2. Gramatike

1. smena

2. smena

3. smena

4. smena

<S> > <A><B>
<S> o <A>
<S> — <B>

<S> 5 <A><B>
<S> 5 <A>
<S> 5 <B>

<A> — <B><S><B>
<A> — <S><B>
<A> — <B>

<A> — <B><B>
<A> — <B>

<A> — <B><S>
<A> — <S>

<A> — <B><B>
<A> 5 <B>
<A> 5 <B>

Odavde se vidi da se eliminacijom praznih smena dobijaju Cetiri redundantne smene
<A> — <B> i dve smene <A> — <B><B> koje se na jednostavan nacin eliminiSu. Nakon
njihovog uklanjanja, skup smena P, u gramatici G, dobija slede¢i oblik:

<S> — <A><B>

<S> > <A>

<S> 5 <A><B>
<S> 3 <A>

<S> - <B>

<A> > <B><S><B> <B> — 0<A>1

<A> — <S><B>

<A> — <B><B>

<B>—>0

<S> > <B>

<S>->¢ <A> — <B><S>
<A> > <B>
<A> > <S>
<A> -1
Diskusija

Broj smena u gramatici G, se vise nego udvostru¢io uz uvodenje samo jednog neterminala.
Ostavlja se c¢itaocu da automatizuje ovaj postupak. U tom slucaju mogla bi se sprovesti
prethodna analiza kojom bi se utvrdilo da li € € L(G), odnosno da li je <S> = &. Ako ovo nije
sluéaj, onda prva modifikacija s uvodenjem novog startnog neterminala nije’potrebna. Dakle,
programsko reSenje bi sadrzavalo Cetiri celine: 1) Ispitivanje, 2) Uvodenje novog startnog
neterminala po potrebi, 3) Eliminisanje praznih smena, 4) Eliminisanje redundantnih smena.

Zadatak 2.3.4

Eliminisati kruzna izvodenja u bezkontekstnim gramatikama.

Analiza problema

Kruzno izvodenje (ili kruzenje) u bezkontekstnoj gramatici G je opisano sa <A> — <A>. Ono
je nepozeljno kod nekih vrsta parsiranja pa je potrebno eliminisati ga. Do kruznog 1zvodenja ne
dolazi samo zbog postojanja jedini¢nih smena (na primer, <A>— <B>, <B>— <C>,
<C> — <D>, <D> — <A>) vec i zbog postojanja ponistivih neterminala i smena. Na primer,
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niz smena <A>— <B><C>, <B>— <D>, <D>—> <A> <C>-—>¢ dovodi do kruznog
izvodenja:

<A> = <B><C> = <B> = <D> = <A>.

Dakle, do kruznog izvodenja moze da dode i indirektno, preko ponistivih neterminala i smena.
Stoga, kao prvi korak u eliminisanju kruznih izvodenja u datoj gramatici treba iz gramatike
ukloniti prazne smene na nacin opisan u Prilogu 5.2.6.

Resenje

Kao sledeci korak u uklanjanju kruznih izvodenja, treba ustanoviti da li takva izvodenja postoje
u datoj gramatici. Da bismo to ustanovili potrebno je izdvojiti jedini¢ne smene i na osnovu njih
formirati relaciju BDW (Begins-Directly-With). O¢igledno je da ¢e se tranzitivnim zatvaranjem
relacije BDW(BDW") dobiti uvid u to da 1i postoji kruzno izvodenje. Ako se na glavnoj
dijagonali relacije BDW' pojavi jedinica, onda to zna¢i da postoji kruzno izvodenje za
neterminal koji oznaGava red relacije BDW' u kojoj se pojavila jedinica na glavnoj dijagonali.
Uzmimo primer slede¢ih jedini¢nih smena:

<A> > <B>

<B> - <C>
<C> > <D>

<D> — <A>
Relacije BDW i BDW" prikazane su na Sl. 2.3.1. Iz BDW sledi da postoji kruzno izvodenje za
sve neterminale.

<A> <B> <C> <D> <A> <B> <C> <D>
<A> 1 <A> 1 1 1 1
<B> 1 <B> 1 1 1 1
<C> 1 <C> 1 1 1 1
<D> 1 <D> 1 1 1 1
(a) Relacija BDW (b) Relacija BDW"
Sl 2.3.1

Eliminisanje kruznog izvodenja se sada lako izvodi polazeéi od relacije BDW'. Formira se, na
osnovu relacije BDW™, skup svih neterminala koji u svojoj vrsti imaju jedinicu na glavnoj
dijagonali. Da bi se eliminisalo kruzno izvodenje, potrebno je iz tog skupa uzeti jedan od
neterminala i ukloniti iz gramatike jediniénu smenu koja mu odgovara (moguce je da ih bude i
vise). Treba napomenuti da iskljucenje bilo koje jedinicne smene treba da sledi ranije opisano
reSenje (Zadatak 2.3.2). Dakle, u ovom primeru, dovoljno je eliminisati jedini¢énu smenu
<B> — <C>, da bi se uklonilo kruzno izvodenje. Medutim, da bismo se u to uverili, potrebno je
ponovo odrediti relacije BDW i BDW" (Sl. 2.3.2) za posmatranu gramatiku iz koje smo uklonili
smenu <B> — <C>.

<A> <B> <C> <D> <A> <B> <C> <D>
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<A> 1 <A> 1
<B> <B>
<C> 1 <C> 1 1
<D> 1 <D> 1 1
(a) Relacija BDW (b) Relacija BDW"
SI. 2.3.2

Iz BDW' vidi se da na glavnoj dijagonali nema nijedne jedinice, §to znaéi da je uklanjanjem
smene <B> — <C> eliminisano kruzno izvodenje. U potrebu ovakve provere moze da nas uveri
slede¢i primer:

Dodajmo na dati skup jedini¢nih smena smenu <B> — <D>, tako da sada imamo:
<A> > <B>
<B>—> <C>
<B> — <D>
<C>— <D>

<D> — <A>.
Nadimo sada relacije BDW i BDW" (Sl. 2.3.3).

<A> <B> <C> <D> <A> <B> <C> <D>
<A> 1 <A> 1 1 1 1
<B> 1 1 <B> 1 1 1 1
<C> 1 <C> 1 1 1 1
<D> 1 <D> 1 1 1 1
(a) Relacija BDW (b) Relacija BDW "
SL. 2.3.3

Vidi se da BDW" ostaje nepromenjeno. Uklonimo sada opet smenu <B> — <C>. Relacije
BDW i BDW+ u ovom sluéaju prikazane su na Sl. 2.3 .4.

<A> <B> <C> <D> <A> <B> <C> <D>
<A> 1 <A> 1 1 1
<B> 1 <B> 1 1 1
<C> 1 <C> 1 1 1
<D> 1 <D> 1 1 1
(a) Relacija BDW (b) Relacija BDW "

Sl 2.3.4
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Iz BDW' se vidi da su u kruzno izvodenje ukljugeni neterminali <A>, <B> i <D>. Ako sada iz
gramatike izbacimo, na primer, smenu <B>— <D>, relacije BDW i BDW+ su iste kao u
slucaju kada je iz polazne gramatike od Cetiri smene bila uklonjena smena <B> — <C>. To
znaci da je ovim potpuno eliminisano kruzno izvodenje iz gramatike.

Medutim, u smislu efikasnosti algoritma, nije svejedno koju jedini¢nu smenu uklanjamo.
Vratimo se na primer sa pet jedini¢nih smena:

<A> > <B>
<B> —» <C>
<B> > <D>
<C> > <D>

<D> — <A>.
Ako uklonimo smenu <D> — <A>, relacije BDW i BDW+ imaju izgled prikazan na Sl. 2.3.5.

<A> <B> <C> <D> <A> <B> <C> <D>
<A> 1 <A> 1 1 1
<B> 1 1 <B> 1 1
<C> 1 <C> 1
<D> <D>
(a) Relacija BDW (b) Relacija BDW"
S 2.3.5

Ocigledno je da su uklanjanjem smene <D>— <A> eliminisana oba kruzna izvodenja u
gramatici.

Diskusija

Eliminisanje potencijalnog kruznog izvodenja moze se izvesti uklanjanjem svih jedini¢nih
smena na osnovu ranije opisanog reSenja (Zadatak 2.3.2). U tom slucaju nije potrebno
formiranje relacija BDW i BDW'. Ostavlja se ¢itaocu da eventualno nade, drugacije,
jednostavnije resenje eliminacije kruznih izvodenja, kao i algoritam za izbor jedini¢ne smene za
uklanjanje koji daje eliminisanje maksimalnog broja kruznih izvodenja.

Zadatak 2.3.5

Posmatrajmo gramatiku Gy
1. <R>—><R> | <R>
2. <R>— <R><R>

3. <R>—> <R>*
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4. <R>— (<R>)

5. <R>—>a

6. <R>->b

a) Pokazati da ova gramatika generi$e sve regularne izraze nad simbolima a i b.
b) Pokazati da je ova gramatika dvosmislena.

¢) Konstruisati ekvivalentnu nedvosmislenu gramatiku koja definiSe prvenstvo i asocijativnost
operatora *, konkatenacije i unije ( | ) na slede¢i nacin:

1. unarni operator zvezdastog zatvaranja ima najvise prvenstvo i levo je asocijativan,
2. operator konkatenacije ima drugo najviSe prvenstvo i levo je asocijativan,

3. operator unije ( | ) ima najviSe prvenstvo i levo je asocijativan.

Resenje
a)

Smene 5. i 6. generiSu elementarne regularne izraze sastavljene od simbola a i b respektivno.
Ostale smene generisu sloZenije regularne izraze.

Smena 1. generiSe regularne izraze sastavljene od proizvoljnog broja unija regularnih izraza.

Smena 2. generiSe regularne izraze sastvaljene od proizvoljnog broja konkatenacija regularnih
izraza.

Smena 3. generiSe regularne izraze na koje je primenjena operacija zvezdastog zatvaranja
proizvoljan broj puta.

Smena 4. generiSe regularne izraze zatvorene u proizvoljan broj zagrada.

Gramatika u celini obezbeduje generisanje proizvoljnih regularnih izraza u kojima su na
simbole a i b primenjeni operatori unije, konkatenacije, zvezdastog zatvaranja u proizvoljnom
redosledu i proizvoljnom broju, pri ¢emu je dozvoljeno koriS¢enje zagrada.

Ovo se moze pokazati i analogijom s aritmeti¢kim izrazima:

1. <E>—><E>+<E> 4. <E>-> (<E>)
2. <B>— <B>*<E> 5. <E>—>a
3. <B>—>_<B> 6. <E>—>b

koja generiSe sve aritmeticke izraze sa operandima a i b koji sadrze operatore sabiranja,
mnoZzenja i promene znaka uz kori$éenje zagrada.

b)
1z ranijeg razmatranja (Zadatak 2.1.4) odmabh sledi da je gramatika G dvosmislena.

<)
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Koriste¢i se analogijom sa nedvosmislenom gramatikom za aritmeticke izraze, lako se dolazi do
nedvosmislene gramatike G,g4, sa datim karakteristikama asocijativnosti i prioriteta operatora.

I. <R>—><R>|<T>
<R> — <T>
<R> — <T><P>

<T>—> <P>

<P>— (<R>)

2

3

4

5. <P>— <R>*
6

7. <P>—>a

8

<P>—->b

2.4. Specijalne forme bezkontekstnih gramatika

Zadatak 2.4.1

Naci desno-linearnu gramatiku bez suvi$nih neterminala koja odgovara kona¢nom automatu sa
slike:

0 1
—>A| AB E 0
B E 1
C C B,C |0
D E C,D 1
E E E 0
SL. 2.4.1

Analiza problema

Bezkontekstna gramatika naziva se desno-linearnom ako i samo ako svaka gramaticka smena
sadrzi najviSe jedan neterminal na desnoj strani koji, ako je prisutan, mora biti poslednji simbol
desne strane. Drugim re¢ima, svaka smena desno-linearne gramatike je oblika:

<A> > w<B> ili<A>—>w

gde je w proizvoljna sekvenca od nula ili vi$e terminala.
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Za proizvoljan konaéni automat moguce je odrediti desno-linearnu gramatiku koja opisuje isti
jezik kao i zadati automat, i obrnuto, za datu desno-linearnu gramatiku moguce je konstruisati
automat koji prepoznaje isti jezik.

Za zadati konaéni automat moguce je odrediti odgovarajuéu desno-linearnu gramatiku na
sledeéi nacin:

e  Terminalnim simbolima odgovaraju ulazni simboli automata.

e Neterminalnim simbolima odgovaraju stanja automata. Startnom neterminalu odgovara
startno stanje automata.

e Proizvoljnom prelazu automata iz stanja A u stanje B pod ulazom x, odgovara smena
<A> — x<B>.

e  Proizvoljno stanje prihvatanja A indukuje dodavanje smene: <A> — €.

ReSenje

Zadatom automatu odgovara slede¢a gramatika:

1. <A>-— 0<A> 9. <C>— I<C>
2. <A> - 0<B> 10. <D> — 0<E>
3. <A>—> I<E> 11. <D>— 1<C>
4. <B>— 0<E> 12. <D>— 1<D>
5. <B>—> I<C> 13. <D>—>¢

6. <B>—>¢ 14. <E> —> 0<E>
7. <C>—> 0<C> 15. <E>—> 1 <E>
8. <C>— I<B>

Lako ustanovljavamo da je neterminal <E>, koji odgovara stanju greske mrtav, pa mozemo
ukloniti smene 3., 4., 10., 14. i 15. Neterminal <D> nije dostiZan, pa mozemo ukloniti i smene
11., 12.1 13. Konacni izgled gramatike je:

1. <A>-—> 0<A> 7. <C>->0<C>
2. <A>— 0<B> 8. <C>-> 1<B>
5. <B>-> I<C> 9. <C> - I<C>
6. <B>—>¢

Diskusija

Dobijena gramatika pripada klasi regularnih gramatika; radi se o podskupu desno-linearnih
gramatika u kojima svaka smena ima oblik <A>— a<B>, gde je a proizvoljan terminal ili
<A> > e.
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Za ilustraciju da gramatika opisuje sekvence koje dati automat prihvata, navodimo gramati¢ko
izvodenje sentence 00000, koju prihvata dati automat:

<A> = 0<A> = 00<A> = 000<A> => 0000<A> = 00000<B> = 00000
0 0 T T 0 0
1 1 1 1 2 6

Zadatak 2.4.2

Data je desno-linearna gramatika sa startnim simbolom <A>:
1. <A> — ab<B>
2.<A>—>ac
3.<B> > <A>
4. <B>—>¢
a) Transformisati datu gramatiku u regularnu gramatiku.

b) Konstruisati nedeterministicki konaéni automat koji odgovara regularnoj gramatici.

Analiza problema
a)

Za definiciju desno-linearnih i regularnih gramatika videti Zadatak 2.4.1. Regularna gramatika
koja opisuje isti jezik kao zadata desno-linearna gramatika moze se dobiti transformacijom
zadate gramatike po slede¢im pravilima:

1.  Smenu oblika
<A>—>w
gde w predstavlja niz od jednog ili viSe terminalnih simbola treba zameniti smenama
<A> — w<e>
<e>—> €
gde je <e>novo uvedeni neterminalni simbol.
2. Smenu oblika
<A> — w<B>
gde je w = aja,...a, i n > 1, zameniti smenama
<A> — a;<a,...a,B>

<a,...a,B> — a,<a;...a,B>

<ap.ja,B> — a, | <a,B>
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<a,B>— a,<B>
gde <a,...a,B>, <a;...a,B>, ..., <a,.;a,B>, <a,B> predstavljaju novouvedene neterminale.

3. Smene oblika

<A> — <B>

<B>—> o <A>—> o
<B>—> a, zameniti smenama <A> > oy
<B>—>a, <A>—> a,

pri ¢emu prethodno iz gramatike treba ukloniti smenu <B> — <B> ako eventualno postoji.

ReSenje
Primenjujuci pravilo 1. na drugu smenu zadate gramatike, dobijamo:
1. <A> — ab<B>
2. <A>— ac<e>
3.<e>—>¢
4. <B>— <A>
5.<B>—>¢

Primenjujuci pravilo 2. na smene 1. i 2. dobijamo:

1. <A>— a <bB> 5.<e>—>¢
2. <bB>— b <B> 6. <B> —> <A>
3. <A>—> a<Ce> 7.<B>—>¢

4. <Ce>— ¢ <g>

Konac¢nu regularnu gramatiku dobijamo primenom pravila 3. na smenu 6:

1. <A> — a<bB> 5.<e>—>¢
2. <bB>— b <B> 6.<B>— a <bB>
3. <A> —> a<Ce> 7.<B>— a <Ce>
4. <Ce>—> ¢ <g> 8.<B>—>¢

b)

Analiza problema

Konacni, u opStem slucaju nedeterministicki, automat koji prihvata jezik regularne gramatike
dobijamo prema slede¢im pravilima:
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e Ulaznim simbolima automata odgovaraju terminalni gramaticki simboli.
e Stanjima automata odgovaraju neterminali. Startnom stanju odgovara startni neterminal.

e Svakoj smeni oblika <A> — a<B> odgovara u automatu prelaz iz stanja A u stanje B za
ulazni simbol x.

e Smena oblika <A> — ¢ implicira da je A stanje prihvatanja automata.

Resenje

Na SI. 2.4.2 prikazani su graf i tabela prelaza nedeterministiCkog automata koji odgovara
gramatici dobijenoj u tacki a) reSenja.

a b c
@ —>A bB, Ce 0

bB B 0
B bB, Ce 1
Ce € 0
€ 1
Sl 2.4.2

Zadatak 2.4.3

Pokazati da nijedna sekvenca u jeziku generisana S—gramatikom ne moze da bude prefiks bilo
koje druge sekvence istog jezika.

Analiza problema
Za bezkontekstnu gramatiku tipa S vaze sledeci uslovi:
a) desna strana svake smene pocinje terminalnim simbolima;

b) ako dve smene imaju istu levu stranu, tada njihove desne strane pocinju razli¢itim
terminalnim simbolima.

1z ove definicije gramatike tipa S proizilaze slede¢i zakljucci:
¢) nijedna smena nema na desnoj strani prazan niz;
d) nijedna smena ili terminal nisu ponistivi;

e) ne moze se dobiti sentencijalna forma u kojoj je bar jedan deo ponistiv.
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Resenje

Neka su date dve sekvence, v i w, koje pripadaju jeziku L generisanom gramatikom G tipa S.
Pretpostavimo da je sekvenca v prefiks sentence w.

Neka je <S> startni simbol gramatike G. Primenjujuci krajnje levo izvodenje u gramatici G,
pokusajmo da dobijemo sekvencu

Z=vw.
Primenom vise smena u G, dolazimo do sledece sentencijalne forme:
+
<S> ? VB
Znamo da sekvenca v pripada jeziku L; s obzirom na jedinstvenost krajnjeg levog izvodenja i
nedvosmislenosti gramatike G tipa S, niz B bi trebalo da bude prazan ili ponistiv. Kako iz
analize problema sledi da niz f ne moze da bude ponistiv, onda on mora da bude prazan niz. To

dovodi do zakljucka da se iz niza 3 ne moZe generisati sentenca w, pa prema tome sentenca v ne
moze da bude prefiks sentence w, §to je i trebalo pokazati.

Zadatak 2.4.4

Pokazati da sledece dve regularne gramatike generiSu isti jezik.

Gl G2

I. <X>-0 I. <A>—>0<B> 9. <D>-— 1<D>
2. <X>-0<Y> 2. <A> - I<BE> 10. <D>—>¢

3. <X>-> 1<Z> 3. <B>-> 0<A> 11. <E>— 0<C>
4. <Y>-> 0<X> 4. <B>-> I<F> 12. <E>— 1<A>
5. <Y> - I<Y> 5. <B>—>z¢ 13. <F> — 0<A>
6. <Y>-—>1 6. <C>—-0<C> 14. <F>—> I<B>
7. <> 0<Z> 7. <C>— I<A> 15. <F>—>¢

8. <Z>—- I<X> 8. <D>— 0<A>

Analiza problema

Prema postavci zadatka, potrebno je pokazati da je L(G) = L(G,)

Jednostavan nacin da se ovo pokaze je da se regularne gramatike G, i G, prikazu redukovanim
mas$inama, a da se zatim preimenovanjem stanja jedne od njih, utvrdi identi¢nost tih masina.

Predstavljanje gramatike kona¢nim automatom je jednostavno i direktno. Medutim, to nije
slucaj sa gramatikom G, jer ona sadrzi smene oblika <A> — a koje nisu pogodne za direktnu
transformaciju u konacan automat. Dakle, smene <X>— 0 i <Y>— 1 se moraju ukloniti i
zameniti smenom (ili smenama) koje nece menjati jezik ali ¢e omoguciti da se odrede stanja
prihvatanja odgovarajuceg konacnog automata.
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Resenje
Da bi neko stanje moglo da se proglasi stanjem prihvatanja, mora da postoji smena oblika
<A> — g. Dakle, umesto <X> — 0 1 <Y> — 1, mogu se uvesti smene

<X>—>ei<Y¥>—>¢

i videti da li uvodenje ovih smena menja generisani jezik. Ispitivanje moze da utvrdi da su obe
smene dozvoljene, ili pak da je dozvoljena samo jedna od njih. Pre svega je lako utvrditi da <Z>
ne moze da bude stanje prihvatanja jer za <Z> nema smene oblika <A> — a.

Pretpostavimo da su dozvoljene obe smene, <X> — ¢ i <Y> — ¢&. Lako se dolazi do zakljucka
da smena <X> — & menja jezik jer se dobija sekvenca X = 11 koja ne postoji u jeziku L(Gy).
Dakle, <Y> — & mora da je vazece (da bi se odredilo stanje prihvatanja), §to se utvrduje na
jednostavan nacin. Naime smene

<Y> 5 1<Y>
<Y>—>c¢

obezbeduju ekvivalentnu zamenu za <Y> — 1<Y>, <Y> — 1 i <X> — 0, §to znali da ne
menjaju jezik. Modifikovana gramatika G,” glasi:

1. <X>-0<Y> 5. <Y¥Y>—>¢
2. <X> - 1<Z> 6. <Z>-—0<Z>
3. <Y> o 0<X> 7. <> 1<X>

4, <Y>-—> I<Y>

Prema tome, stanje Y je stanje prihvatanja, te konacni automati koji odgovaraju modifikovanoj
gramatici G, i gramatici G, imaju sledeéi oblik, S1. 2.4.3.

0 1 0 1
->X]Y Z |0 —->A| B E |0
X Y |1 Bl A F |1
Z|l Zz | X |0 clc|A]oO
KA(G,’) pD|A|D]|1
ElC | A|O
F|] A | B |1

KA(Gy)

SI. 2.4.3:

Lako se utvrduje da konacni automat KA(G,") predstavlja redukovanu masinu, a KA(G,) ne.
Minimizacija automata se izvodi na slede¢i nacin. PoCetna particija je:

Py =({B,D,F},{A,C,E})
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Deoba particije Py na nove grupe u odnosu na ulaze 0 i 1 daje P;:
P, =({B.,D.F},{A}.{CE})

Deoba particije P; u odnosu na ulaze 0 i 1 nije moguca jer se dobija:
P,=({B.D,F},{A},{C,E})

Dakle, P,=P;. Ekvivalentna stanja su {B,D,F} i {C,E}. Usvoji¢emo u prvoj grupi za nosioca
imena ekvivalentnih stanja B, a u drugoj C. Time redukovana maSina KA,(G,) dobija oblik
prikazan na Sl. 2.4.4.

0 1

B | C 0
A | B 1
C|lA]O

SI. 2.4.4: KA(G))

Preimenovanjem stanja A u X, Bu Y i C u Z, dobija se automat prikazan na Sl. 2.4.5, koji je
identi¢an automatu KA(G,"). Time je pokazano da je L(G;) = L(Gy).

0 1
X|lY|Zz]O

X1Y]|1
Z|1Z |X]O0

SI. 2.4.5: KA,(G))

Zadatak 2.4.5

Pokazati da je skup jezika koje je moguce opisati regularnom gramatikom zatvoren u odnosu na
operaciju komplementiranja.

Analiza problema

Neka je data regularna gramatika G koja generiSe jezik L(G), i neka je skup neterminala
gramatike G, V1. Tada je komplement jezika L(G) u odnosu na terminalni skup Vr dat sa

L(G) = Vy— L(G)
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Resenje

Dokaz se moZze izvesti na jednostavan nain konstruiSu¢i konac¢ni automat koji simulira

izvodenje jezika L(G) . Neka je taj automat dat sa F:

F =(VnU {X}, V1, 8, S, SP)

gde je

Vy — skup stanja automata koji odgovara skupu neterminala regularne gramatike G,

X — dodatno stanje automata 'F u odnosu na stanja automata F; njime se hvataju (oznacavaju)

prazni ulazi (ako ih ima) u F koji predstavljaju stanje greske koje se katkada oznacava sa E,

V1 —ulazna azbuka automata F koja je ista kao i kod F,

4 — funkcije prelaza automata F koje su iste kao kod F uz dodavanje prelaza 8(Vy, a) > X i
48(X, a) > X, aeVr, ako automat ima prazne ulaze za Vy i a, to jest, ulaze greske,

S — startno stanje automata F ,
SP — skup stanja prihvatanja automata F koji odgovara skupu stanja odbijanja automata F.

Ocigledno je da ovako definisan automat simulira izvodenje jezika L(G) , ¢ime je pokazano da

je skup regularnih jezika zatvoren u odnosu na operaciju komplementiranja.

Primer

Data je gramatika G
1. <A>—> 0<B>
2. <A> - 1<A>
3. <B>—> 0<A>
4. <B>— 1<B>
5. <B>—>z¢

Naci gramatiku koja generise jezik L(G) .

S obzirom da F nema prazne ulaze, F jedatsa

F = ({<A>, <B>}, {0, 1}, 5, <A>, {<B>})

te odgovarajuca gramatika dobija sledeéi oblik
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1. <A>-—> 0<B>

2. <A> - I<A>
3. <A>—>¢

4. <B> - 0<A>
5. <B>- I<B>
Diskusija

Ostavlja se Citaocu da utvrdi da 1i je regularna gramatika zatvorena u odnosu na operaciju
obrtanja, u kojoj se svaka sekvenca jezika obrne (kao lik u ogledalu), to jest, aja,...a, u
polaznom jeziku L(G) postaje a,a, ;...a,a; u novom jeziku L(Gg). Koristiti pristup preko
konacnih automata.

Zadatak 2.4.6

Pokazati da su regularni jezici zatvoreni u odnosu na operaciju preseka.

Analiza problema

Neka su date dve regularne gramatike G; i G, koje generiSu jezike L(G;) i L(G;). Da bi se
dokazao gornji stav, potrebno je utvrditi da je jezik L(G) dat sa
L(G)=L(G) N L(Gy)

regularan skup, te se moze predstaviti regularnom gramatikom.

Resenje

Dokaz stava o zatvorenosti regularnih gramatika u odnosu na operaciju preseka je jednostavan
ako se pode od toga da su regularne gramatike zatvorene u odnosu na operacije unije i
komplementiranja, $to se moze videti iz prethodnih zadataka. Naime, prema zakonima Bulove
algebre vazi

L(G)=L(G) NnL(Gy) = LG) v LGy

S obzirom da su jezici L(G;) i L(G;) regularni, da je jezik L(G,) v L(G,) takode

regularan, kao i da je jezik L(G;) U L(G;) regularan, sledi da je L(G) regularan skup, §to

je i trebalo pokazati.
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Zadatak 2.4.7

Neka je data nesamoutiskuju¢a gramatika G u normalnoj formi Greibach-ove. Ako G ima m
neterminala i 1 je duzina najduze desne strane bilo koje smene, tada nijedna sentencijalna forma
ne moze da ima viSe od ml neterminala koji se u njoj pojavljuju. Dokazati ovaj stav.

Resenje

Pretpostavimo krajnje levo izvodenje u gramatici G. Usvojimo da se u sentencijalnoj formi
a pojavljuje vise od ml neterminala. U stablu izvodenja za a, posmatrajmo ¢vorove putanja od
korena do krajnje levog neterminala sentencijalne forme o.. Posebno, posmatrajmo one ¢vorove
u kojima se uvode novi neterminali desno od putanje. S obzirom da je maksimalan broj
neterminala koji se mogu izvesti iz bilo kog ¢vora 1-1 (zbog normalne forme Greibach-ove), i
imajuci u vidu da se nijedan neterminal ne pojavljuje ponovo desno od posmatrane putanje
(zbog nesamoutiskujuéeg svojstva gramatike), mora da bude najmanje m+1 takvih ¢vorova da
bismo dobili vise od ml neterminala u sentencijalnoj formi. Stoga se neki neterminal <X> mora
da pojavi dva puta u ¢vorovima koji ¢ine sentencijalnu formu. Posto posmatramo samo one
¢vorove kod kojih se uvode novi neterminali desno od putanje, a s obzirom da smena uvodi
terminal kao krajnje desni, neterminal <X> mora da bude samoutiskujuéi, Sto protivreci
polaznoj pretpostavci da je gramatika G nesamoutiskujuca.

Ovim je pokazano da gramatika G ne moze da ima u bilo kojoj sentencijalnoj formi vise od ml
neterminala.

Zadatak 2.4.8

Koja je od sledecih gramatika samoutiskujuca?

a) G;=({<A>, <B>, <C>}, {a, b}, P;, <A>) gde P, sadrzi smene:
1. <A>—> <C><B>
2. <A>—>b
3. <B> > <C><A>
4. <C> > <A><B>
5. <C>—>a

b) G;=({<A>, <B>, <C>}, {a, b}, P,, <A>) gde P, sadrzi:
1. <A> —H><C><B>
2. <C>— a<B>
3. <B>—> b<C>
4. <A> > <C>a
5. <C>—>b

Naci konacni automat koji prepoznaje jezik generisan iz nesamoutiskujuce gramatike.
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Analiza problema

Za bezkontekstnu gramatiku G se kaZe da je samoutiskujuca ako postoji neki neterminal <A> s
osobinom da je <A> = o;<A>q,, gde su a i o, neprazni nizovi. Ako gramatika G nema ovo
svojstvo, onda je L(G) regularni jezik. Ukoliko ovakvu gramatiku transformisemo u neku od
normalnih formi (forma Comskog i Greibach-ove), tada ¢ée i nova gramatika zadrzati isto
svojstvo. Najpovoljnija forma za transformaciju sa glediSta postavljenog zadatka je forma
Greibach-ove.

Resenje

Lako se zakljucuje da je gramatika G, samoutiskujuca:
<A> G% <C><B> C% <A><B><B> G% <A><C><A><B> = o, <A>a,
oy =<A><C>, o, = <B>

Nije potrebno vrsiti dalju proveru i za ostale neterminale. Dovoljno je da barem jedan od
neterminala bude samoutiskujuci.

Izvr§imo sli¢nu proveru u G, za neterminal <A>.
1 2 3
<A> = <C><B> = a<B><B> = ab<C><B>
Gy Gy Gy

U stvari, odmah je jasno da neterminal <A> nije samoutiskujuci jer se ni u jednoj smeni za <C>
i <B> ne pojavljuje <A>.

Za neterminal <C> dobijamo:
2 3 2
<C> = a<B> = ab<C> = aba<B>
Gy Gy Gy

I ovde se moze zakljuciti da neterminal <C> nije samoutiskujuci jer se <C> uvek pojavljuje na
kraju sentencijalne forme. Slican zakljucak vazi i za <B>. Dakle, G, nije samoutiskujuca.

Transformi$imo G, u normalnu formu Greibach-ove. Usvajamo slede¢e zamene:

<A>=<Ap>
<C>=<A>
<B>=<Ap>

Smene dobijaju sada sledeci oblik:
1. <A;>—> <Ayp<Az>

2. <A> - a<Ay>

3. <Ay — b<A>

4. <A>—><Aya

5. <A>—>b

Prostom zamenom svih smena za <A,> u smene za <A >, i odbacivanjem smena 1. i 4. dobija se
sledeci skup smena (P3) u novoj gramatici Gs:
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1. <A> = a<Ap><Ay>
2. <A;> > b<Ap>
3. <A> > a<Az>a
4. <A> —>ba

5. <Ay> —> a<Ajp>
6. <A>—b

7. <A3>— b<A>

Sada bi trebalo projektovati regularnu gramatiku G4 = (Vy, Vr, P4, <S4>) polazeci od gramatike
G;. Postupak se odvija na sledec¢i nacin: Neterminali u G4 odgovaraju nizovima neterminala u
Gj; duzine manje ili jednake m/, gde je m broj neterminala, a / duzina najduze desne strane bilo
koje smene u Ps. Stoga je Vi = {[a] | loj<ml/ i aeVy'} <Sg& je [<A>]. Ako je
<A> - ba € P3, tada za sve neterminale u Vy koji odgovaraju nizovima koji pocinju sa <A>
uvodimo smene [<A>B] — b[af] u P4, uz uslov da je |af| < ml. Ocigledno je iz konstrukcije da
G, simulira krajnje levo izvodenje u Gs, pa je L(G,) = L(Gj3). Stoga je L(G,) regularan jezik.

Posmatrajué¢i smene u P; vidimo da ne ispunjavaju sve smene uslov <A> — ba gde je o € V.
Smene koje odstupaju od ovoga su 3. <A;> — a<As;>a i 4. <A> — ba. Da bismo G; doveli u
pogodnu formu, uvedimo novi neterminal <A,>1i zamenimo smene 3. i 4. smenama:

<A;> > a<Ap<A>
<A;> — b<Ap>
<A~ —>a
Na osnovu ove transformacije koja ne menja jezik, dobija se skup smena P,
I. <Ap> — a<Ap><Ay>
. <A> > b<Ap>
. <AP> > a<AP><AR>

. <A> > b<Ap>

2
3
4
5. <Ay — a<Ay>
6. <A>—>b
7. <A — b<Ay>
8. <Ap>—>a
Skup sekvenci sukcesivnih neterminala koje se pojavljuju na desnim stranama smena je dat sa:
{<A>, <Ap>, <Ap>, <AP><A3>, <A><Ap>}
Odavde sledi da je:
Vi = {[<AP] [<A], [<A], [<A], [<A><A], [<A<AS])
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Primenjujuéi prethodno izloZeni postupak, dobijamo:

[<A;>] — a[<A;><Az>] [<A>]—>Db

[<A;>] = b[<As>] [<A3>] = b[<A>]

[<A>] = a[<A><As>] [<A3><A3>] > b[<A><A3>]
[<A>] = b[<A,>] [<A><A>] — b[<A><A>]
[<Ar>] > a[<A;>] [<A>] > a

Medutim, u navedenim smenama se pojavljuju novi neterminali [<A,><As>] i [<A><A>],
tako da se Vy prosiruje i postaje Vy :

VW = ([<AR], [<AR] [<A2], [<AR], [SA<A], [SA><AR], [<A><AR], [<A><A>]}

Novonastala situacija zahteva reinspekciju za smene <A,> — a<A3;> i <A,> — b, tako da se za
njih dobija:

[<A>] - a[<A;>] [<A>] b

[<A><A3>] — a[<A;><As>] [<A><A;>] — b[<A;>]

[<A><A>] — a[<A><A>] [<A><As>] — b [<AS>]

Nakon ove reinspekcije ne dobija se nijedan novi neterminal, te se za P, kona¢no dobija:

1. [<A>] - a[<A3><As>] 8. [<A>»]—>b

2. [<A>] > b[<A>] 9. [<A><As>] - b[<A;>]

3. [<A>] > a[<As<A>] 10, [<A><A>] - b [<A>]

4. [<A>] > b[<A>] 1. [<A;>] > b[<A>]

5. [<A>] - a[<A>] 12, [<A><A>] - b[<A><A>]

6. [<A><A>] — a[<A><As>] 13.  [<A5><A>] — b[<A><A>]
[<A><As>] — a[<A><A>] 14. [<A>]—>a

Ako sada izvr§imo preimenovanje neterminala, dobija se P, u ¢itljivijoj formi:

1. <A>— a<BE> 8. <B>->b

2 <A> — b<C> 9. <G> — b<C>

3 <A> — a<F> 10. <H> — b<D>

4. <A> — b<D> I1.  <C>-—>b<B>

5 <B> — a<C> 12. <E> - b<G>

6 <G> — a<E> 13.  <F>— b<H>

7 <H> — a<F> 14. <D>—>a
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Za dobijanje kona¢nog automata u potpunoj formi za realizaciju, potrebno je uvesti dodatni
neterminal <I> i povezati ga praznom smenom. Smene 8. i 12. treba da budu izmenjene
dodavanjem novouvedenog neterminala:

8. <B>-—b<I>
14. <D> — a<I>
15. <I>—>¢

Nakon ovog kona¢nog doterivanja regularne gramatike Gy, konstrukcija kona¢nog automata je
trivijalna. Sl. 2.4.6 prikazuje graf prelaza, a Sl. 2.4.7 tabelu prelaza rezultujuceg automata. Kao
Sto se sa Sl. 2.4.6 vidi, automat je nedeterministicki.

—> A E,F CD 0
B I 0

C B 0

D I 0

E G 0

F H 0

G E C 0

H D 0

I Accept 1

Sl. 2.4.7
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Diskusija

Iz dobijene forme Greibach-ove se odmah vidi da gramatika nije LL(1) te da bi parsiranje
trebalo da se odvija od dna ka vrhu. S obzirom da gramatika G, nije samoutiskujuca, dobija se
ekvivalentna regularna gramatika G,. Dakle, ako ne bismo utvrdili prethodnim postupkom da
gramatika nije samoutiskuju¢a, primenili bismo parsiranje nekom od metoda od dna ka vrhu.
Doduse, broj smena u odnosu na polaznu gramatiku se utrostru¢io. Medutim, treba takode
upozoriti na sledece: ako je neka gramatika samoutiskujuca to ne znaci da generisani jezik ne
moze da bude regularan. Na primer, gramatika:

G=({<A>}, {a, b}, P,<A>)
gde je P:

1. <A>—>a<A>a

2. <A> > a<A>
3. <A>—b<A>
4, <A>—>a
5. <A>—>b

generi$e regularni jezik L(G) = {a, b} ".

Ostavlja se €itaocu da za automat sa Sl. 2.4.6 nadje ekvivalentni deterministicki automat i izvrsi
njegovu redukciju, ako je ona moguca.

Zadatak 2.4.9

Dat je konac¢ni automat

0 1
—>A] B|A]O
CcC| B]I
B A]O
SL 2.4.8

koji prepoznaje jezik L generisan gramatikom G. Nacéi desno-linearne gramatike za jezike:

a) L+eg;
b) LelL;
c) LY

d L'
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Analiza problema

Prvi korak u reSenju problema bi bio prevodenje automata u bezkontekstnu gramatiku, a drugi
korak transformacija dobijene gramatike u desno-linearnu formu. Dobijanje jezika b), ¢) i d) se
zasniva na teoremi da je regularna gramatika zatvorena u odnosu na konkatenaciju, zvezdasto i
pozitivno zatvaranje. To znaci da za dva jezika L; i L,, dobijenih iz regularnih gramatika Gy i
Gy, jezici Lyo Ly, Li", Ly, L;", L," se takode mogu dobiti regularnim gramatikama, polazeéi od
gramatika G, i G,. Pri spajanju jezika iz dvaju gramatika, G; i G, potrebno je izvrsiti u jednoj
od njih preiGrlnenovC%nje neterminala tako da je
Vunv, -2
gde su VNI, VN — skupovi neterminala u G, 1 G, i uvesti novi startni simbol <S> takav da je
<S> # <S> # <S>

gde su <S;>, <S,> — startni neterminali u G, i G,.

S obzirom da se radi o kona¢nom automatu, gramatika mora da generise regularne sekvence. To
znaci da se moze dobiti desno-linearna gramatika jer ona takode generise regularne skupove.

Resenje

Pre nego §to se pristupi transformaciji automata u regularnu gramatiku, potrebno je proveriti da
li kona¢ni automat predstavlja redukovanu masinu. Prvo, lako je utvrditi da maSina nema
suvisna stanja. Drugo, utvrdivanje da li je kona¢an automat minimalan moze se lako sprovesti
primenom algoritma deobe stanja automata na particije. Pocetna particija Py je data sa:

Po=({A, C}, {B})

Dalja deoba se moze izvesti samo na grupi {A,C}. Izvr§imo prvo deobu u odnosu na ulaz 0.
Dobija se:

P =({AC}, {B})

Dakle, u odnosu na ulaz 0 nije dobijena nova particija, jer je Po=P;. Izvr§imo sledecu deobu u
odnosu na ulaz 1. Dobija se:

P, =({AC}, {B})

Dakle, ni P, nije nova particija. Odavde se zakljuCuje da su stanja A i C ekvivalentna. Stoga se
stanje C i odgovaraju¢i red u konacnom automatu moze izbaciti, a stanje C preimenovati u A.
Konac¢ni automat, posle minimizacije, dobija slede¢i oblik:

0 1

a odgovarajuca regularna gramatika G, je

1. <A>— 0<B>
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2. <A>— I<A>
3. <B>—> 0<A>
4. <B>—> 1<B>
5. <B>—>z¢

Ovde je pretpostavljeno da je <A> startni simbol. Regularna gramatika je uvek desno-linearna
gramatika.

a)

Gramatika G, koja generiSe jezik L+¢ lako se nalazi ako se definiSe novi startni neterminal <S>
i uvedu dve nove smene:

<S> o <A>
<S>-—>¢

Gramatika G,, dakle, ima slede¢i oblik:

1. <S> —><A> 5. <B>—> 0<A>
2. <S>->¢ 6. <B>— 1<B>
3. <A>—> 0<B> 7. <B>-—>z¢

4. <A>-—> I<A>

G, zadovoljava uslove koje treba da ispunjava desno-linearna gramatika. Transformacija u
regularnu gramatiku se moze obaviti na jednostavan nacin, zamenjujuci desnu stranu smene 1.

desnim stranama smena za <A>. Dakle, G, je
1. <S> — 0<B> <A> > 1<A>
<S> — 1<A> <B> — 0<A>

<B> — 1<B>

® =N oW

2

3. <S&>—>e¢
4. <A>—> 0<B> <B>—>¢

b)

Gramatika G, koja generise jezik LeL se nalazi tako $to se definiSe smena

<S> o <A><A>

i zatim dodaju sve smene gramatike G. <S> je ovde startni neterminal gramatike Gy,

1. <S> <A><A> 4, <B>-—> 0<A>
2. <A>— 0<B> 5. <B>— 1<B>
3. <A> > 1<A> 6. <B>—>¢

Dobijena gramatika je bezkontekstna.
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Ovde smena 1. odstupa od uslova desno-linearne gramatike. S obzirom da je regularna
gramatika zatvorena u odnosu na konkatenaciju, gramatika G, se moze transformisati u desno-
linearnu ili regularnu gramatiku imajuc¢i u vidu da je gramatika G, bez samoutiskivanja.
Odgovarajuca reﬁularna gramatika se moze naci najbolje dovodenjem G, u normalnu formu
Greibach-ove, Gy:

1. <S> — 0<B><A> 5. <B>—> 0<A>
2. <S> I<A><A> 6. <B>— I<B>
3. <A>— 0<B> 7. <B>—>¢

4. <A>-> I<A>

Postupak za dobijanje desno-linearne (ili regularne) gramatike za bezkontekstnu
nesamoutiskujucu gramatiku 4 formi Greibach-ove ve¢ je pokazan (Zadatak 2.4.8). Ovde ¢emo
dati samo konacno resenje; Gy:

1. [<S>] = 0[<B><A>] 7. [<B>] - 1[<B>]

2. [<S>] > 1[<A><A>] 8. [<B>]—>¢

3. [<B><A>] - 0[<A><A>] 9. [<A><A>] — 0[<B><A>]
4. [<B><A>] - 1[<B><A>] 10. [RA><A>] - 1[<A><A>]
5. [<B><A>] — [<A>] 11. [<A>] — 0[<B>]

6. [<B>] = 0[<A>] 12. [<A>] - 1[<A>]

Zbog smene 5., gramatika th je desno-linearna.

<)

Generisanje jezika L" se izvodi na jednostavan nagin uvodenjem smena oblika
<S> — <A><S>
<S> —>¢

Novi startni neterminal je <S>. Na ove dve smene dodaju se smene gramatike G, te se dobija
gramatika G:

1. <S> — <A><S> 5. <B>— 0<A>
2. <S>->c¢ 6. <B>— 1<B>
3. <A>—> 0<B> 7. <B>—>¢

4. <A> - 1<A>

Dovodenje gramatike G, u normalnu formu Greibach-ove G¢ izvodi se vrlo jednostavno

zamenom krajnjeg levog neterminala u smeni 1. desnim stranama smena 3. i 4.:
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1. <S> - 0<B><S> 5. <A> -5 1<A>
2. <S> I<A><S> 6. <B>— 0<A>
3. <S>-—>¢ 7. <B>—> 1<B>
4. <A>—> 0<B> 8. <B>—>¢

. g .. S, . . d, .
Prevodenje G, koja je nesamoutiskujuca, u desno-linearnu gramatiku G, izvodi se analogno
postupku primenjenom u tacki b). Rezultat je:

1. [<S>] = 0[<B><S>] 8. [<B>]— 1[<B>]

2. [<S>] > 1[<A><S>] 9. [<B>]—>¢

3. [<S>]—>e 10. [<A><S>] — 0[<B><S>]
4. [<B><S>] - 0[<A><S>] 11. [RA><S>] > 1[<A><S>]
5. [<B><S>] - 1[<B><S>] 12. [<A>] - 0[<B>]

6. [<B><S>] — [<S>] 13. [<A>] - 1[<A>]

7. [<B>] - 0[<A>]

d)

. . + . . . ” . -
Generisanje gramatike L™ se takode moze izvesti na jednostavan nacin, uvodenjem sledecih
smena:

<S> > <A><S>
<S> — <A><S>
<S|> —> &

Novi startni neterminal je <S>. Na prethodne tri smene treba dodati sve smene gramatike G,
tako da se dobija gramatika Gg:

1. <S> - <A><S;> 5. <A> - I<A>
2. <S> > <A><S> 6. <B>— 0<A>
3. <S>—>¢ 7. <B>—> 1<B>
4. <A>—> 0<B> 8. <B>—>¢

Dovodenje gramatike G4 u normalnu formu Greibach-ove, Gy, izvodi se zamenom krajnje levih
neterminala u smenama 1.1 2. desnim stranama smena 3. 1 4.:
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. <S> 0<B><S;> 6. <A>— 0<B>
2. <S> I<A><S;> 7. <A>—> 1<A>
3. <S> > 0<B><S;> 8. <B>— 0<A>
4. <S> > I<A><S> 9. <B>—> 1<B>
5. <S> —>¢ 10. <B>—>¢

. . . g S .8 . .
S pbzirom da je i gramatika Gy nesamoutiskujuca, prevodenje Gy u desno-linearnu gramatiku
Gy izvodi se kao u tacki c). Rezultat je:

1. [<S>] - 0[<B><S;>] 9. [<B>] > 0[<A>]

2. [<S>] - 1[<A><S;>] 10. [<B>] - 1[<B>]

3. [<S;>] = 0[<B><S;>] 1. [<B>] > ¢

4. [<S;>] = 1[<A><S,>] 12. [<A><S;>] - 0[<B><S,>]
5. [<S>]—> 13. [<A><S>] = 1[<A><S,>]
6. [<B><S;>] - 0[<A><S;>] 14. [<A>] —» 0[<B>]

7. [<B><S;>] - 1[<B><S;>] 15. [<A>] - 1[<A>]

8. [<B><S;>] — [<S,>]

Diskusija

Ostavlja se Citaocu da desno-linearne gramatike dobijene u tackama b), ¢), i d) prevede u
regularne gramatike.

Zadatak 2.4.10

Date su sledece gramatike:

= ( {<S>}a {Os 1}3 {<S> - O<Sl>a <§>— S}s <S>)

G, = ( {<ApP>, <B>}, {0, 1}, {<A> > <B><A><A> — <B>, <B> — 0<B>1,
<B>— g}, <A>)

Odrediti koja je od ovih gramatika sekvencijalna, a koja linearna.

Analiza problema

Gramatika G = (Vy, Vr, P, <S>) je sekvencijalna ako se neterminali u Vy mogu urediti u niz
<A>, <Ay>,..., <A> takav da ako je <A> — o smena u P, tada o ne sadrzi <A> takvo da je
j <1i. Jezici generisani sekvencijalnim gramatikama nazivaju se sekvencijalni jezici.
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Ako svaka smena u gramatici ima oblik <A> — u<B>v ili <A> —u, gde su <A> i <B>
neterminali, u 1 v terminalni nizovi, takva se gramatika naziva linearna. Jezici generisani
linearnim gramatikama nazivaju se linearnim jezicima.

Resenje

Gramatika G, je linearna, jer obe smene ispunjavaju uslove za nju:
<S>—>0<S> u=0,v=1,

ili
<S> > g, u=g.

G je takode i sekvencijalna gramatika.

Gramatika G je sekvencijalna, jer se neterminali mogu urediti po postavljenim uslovima:
<A>=<A>, <B>=<A,>

<ApP> o <AS><AP>, <AP> < A>, <A — 0<A>1, <A> ¢

Diskusija

Ostavlja se Citaocu da nade neke slozenije primere linearnih i sekvencijalnih gramatika.

Zadatak 2.4.11

Data je bezkontekstna gramatika

1. <S> — <T>+<S> 4. <T> > <L>*<T> 7. <L>—(<S>)
2. <S> > <T>-<S> 5. <T>—><L>/<T> 8. <I>—>a
3. <§>—><T> 6. <T>—><L> 9. <I>—>b

Prevesti je u normalnu formu Comskog. Pri tome se ne smeju pojaviti prazne smene.

Analiza problema

Kod transformacije bezkontekstne gramatike u specijalnu formu Comskog, moZe se postupiti
slicno prevodenju desno-linearne gramatike u regularnu gramatiku. Medutim, smene tipa
<A> — <B> predstavljaju problem, pa se one moraju prevesti najpre u oblik <A> — a, gde je
lof = 2, ili <A> — a.

ReSenje

Izvr$imo najpre transformaciju kojom se eliminiSu smene oblika <A> — <B>. To su smene 3. i
6. Njihovo prevodenje u oblik <A> — a se izvodi tako $to se <B> u smeni <A> — <B>
zamenjuje desnim stranama smena tipa <B> — a ili <B> — a $to u konkretnom slucaju daje
sledeci skup smena:
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<S> o5 <[> *<T> <T>—>(<S>)
<S> —> <L>/<T> <T>—>a

<S> (<S>) <T>—->b
<S>—>a

<8>—>b

Nakon prvog koraka ka kona¢nom obliku, gramatika postaje:

1.

2
3
4,
5
6
7

<S> — <T>+<S> 8. <T> o <L>*<T> 13.<L> - (<S>)
L <S> 5 <T>—<S> 9. <T>—><L>/<T> 14.<I>—>a
. <S> <L>*<T> 10. <T>— (<S>) 15.<L>—>b
<S> 5 <L>/<T> 11. <T>—>a
. <S> (<S>) 12. <T>—>b
. <8>—>a
. <S>—>b

U drugom koraku transformacije, na svaku smenu oblika <A>— o, gde je |of=>2,
primenjujemo sledeci postupak:

1.

2.

ako je o = <B><B,>, gde su <B> 1 <B,> neterminali u datoj gramatici, ne raditi niSta.

ako je o = a<B>, gde je a terminal a <B> neterminal u datoj gramatici, uvesti novi
neterminal <X> i staviti

<A> — <X><B>
<X>-—>a

ako je o = <B>a, staviti

<A> 5 <B><X>
<X>-—>a

ako je o =aa, |oy| > 2, staviti

<A> > <X;><Xp>
<X>—>a
<X2> —> 0

gde su <X;> i <X,> novouvedeni neterminali. Nastavljamo isti postupak (slucajevi 1.-6.)
na smeni <X,> — a, dok se ne dobiju oblici <A> — <B>C ili <A> — a.

ako je o = <B>q, |a| = 2, staviti
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<A> - <B><X>
<X>— o

pa primeniti isti postupak ( slucajevi 1.—6. ) na smenu <X> — a.

6. akoje a=ab, gdesuaib terminali u datoj gramatici, staviti

<A> o <X ><X>
<X1> —a
<X,> > b

gde su <X;> i <X,> novouvedeni terminali.

Smene koje podlezu ovoj transformacijisu 1., 2., 3.,4.,5.,8.,9., 10, 13. Smene 1., 2., 3., 4., 8.
i 9. su istog tipa u pogledu transformacije, te se na njih primenjuje korak 5. Pokazimo ovu
transformaciju na primeru smene 1.

Primenjujuéi postupak 5. dobijamo:
<S> - <T><X>
<Xp> > +<S>

Sada primenjujemo postupak 2. na X;:
<X > o <X,><S>
<X,> >+

Konacno, dobija se:

Smena 1. Smena 2. Smena 3.
<S> — <T><X> <S> o <T><X3> <S> o <L><Xs>
<X;> > <X,><S> <X3> o <X, ><S> <X> > <XS><T>
<Xy> >+ <X > - <Xg>— *

Smena 4. Smena 8. Smena 9.
<S> - <[><X> <T> — <[><X¢> <T> — <[><X;>
<XKX> > <X><T> | | <Xg> = <X o><T>| | <X > = <X;2><T>
<Xg> >/ <Xjp> > * Xip> >/

Takode, i smene 5., 10. i 13. su istog transformacionog tipa. Pokazimo ovu transformaciju na
primeru smene 5.

Primenjujuéi korak 4 dobijamo:

<S> o <X 3><X; >
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<Xi5> = (

<Xip> > <S>)

Sada se primenjuje korak 3. na X4:

<X > <S><X;s>

Xi5> =)

Konacno, dobija se:

Smena 5.

Smena 10.

Smena 13.

<S> — <X 3><X >
<X > > <S><X 5>
<Xi3> > (
<Xi5> =)

<T> - <X;&><X;7>
<X > <S><X,¢>
<Xie> = (
Xig>—)

<L> - <X;9><Xs0>
<Xyp> = <S><X,>
<Xi9> = (
<X21>—)

Dakle, polazna gramatika transformisana u normalnu formu Comskog dobija sledeéi oblik:

<S> ><T><X >
<S> o <T><X3>
<S> - <[><Xs>
<S> - <[><X>
<S> <X ><X >
<S> -—>a

<S>—>b

<Xp> o <X><S>
<X3> o <X><S>
<X5> = <X><T>
<X;> — <Xg><T>
<Xg> = <X, ><T>
<X > = <X ,><T>
<X = <S><X 5>
<X 7> = <S><Xg>

<Xyo> = <S><X, >

<X> -+
<Xy > -
<Xg>— +
Xg>—/

K> > ¥
<Xi> -/
Xz —)
Xis>—)
<Xie> = (
Xig>—)
<Xio> = (

<Xo>—)

<T> — <L><Xy>
<T> — <L><X;>
<T> - <X,><X,7>
<T>—>a

<T>—>b

<L> - <X,;><Xy0>
<L>—>a

<L>—>b

Diskusija reSenja

Broj smena ovom transformacijom se povecao Cetiri puta. Dok neterminali u polaznoj gramatici
imaju uglavnom svoju vrlo jasnu semanti¢ku interpretaciju, za novouvedene se to ne moze reci.
To je narodito neugodno pri dijagnostici greSaka kada je nemoguce dati njihovo razumljivo
tumacenje. Ostavlja se ¢itaocu da sprovede transformaciju ako su u gramatici dozvoljene prazne

smene.
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Zadatak 2.4.12

Data je sledeca gramatika:
1. <S>->p

2. <S> > ~<S>

3. <S> (<S> <8>)

Naci normalnu formu Greibach-ove za ovu gramatiku.

Analiza problema

Za svaku bezkontekstnu gramatiku G moZze se naci ekvivalentna gramatika G, u normalnoj
formi Greibach-ove u kojoj je svaka smena oblika

<A> —> aa

gde je <A> neterminal, a terminal, a o niz neterminala koji moze da bude prazan. Da bi se nasla
gramatika G, potrebno je najpre transformisati G u normalnu formu Comskog (G,), a zatim
numerisati neterminale (na primer, <T;>, <T,>, .., <T,>) i onda primeniti odredene
transformacije. Svrha zadatka je da se pronadu te transformacije.

Resenje

Da bi smo dobili normalnu formu Comskog, treba transformisati smene 2. i 3. Njihovom
obradom dobija se

<S> — <T,><S> <S> - <T><T,> <Te>— D
<Tp>—> ~ <T3>—( <T> — <S><Tg>
<T > —><S><Ts> <Tg>—)

<Ts> = <T><Tp>

Ovde je ve¢ izvrSena numeracija neterminala.Ostalo je jo§ da <S> zamenimo sa <T;>, pa G,
dobija oblik:

1. <T;> - <T><T> 6. <T;> > <T><Tg>
2. <T;> > <Tp><T,> 7. <T> >~

3. <T>—>p 8. <T3>—(

4. <Tp> > <T><Ts> 9. <T¢>—>>

5. <Ts> > <Te><T> 10. <Tg>—)

Modifikujmo G, tako da ako je smena oblika <T;> — <T>y, onda je j>i. Ovo se moze
sprovesti polaze¢i od <T;> pa iduci sve do <Tg> na slede¢i nacin. Usvojimo da su smene
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promenjene tako da za 1 < i < k, <Tp> — <Tp>y je vaZeCa smena samo ako je j>i.
TransformiS§imo sada smene za <T);>.

Ako je <Ty;;> — <Tj>y smena sa j <k+1, generisati novi skup smena zamenjujuéi <T;> desnim
stranama svake smene za <T>. Ponavljaju¢i ovaj postupak najviSe k—1 puta dobijaju se smene
oblika

<Ty1> > <Tpy, [2k+1 ili <Ty+1> — aa, gde je a niz neterminala
Prva smena koja ne zadovoljava postavljeni uslov uredenja je smena 4.
<Tp> — <T><Ts>

Primenom navedene transformacije dobija se:

<Tg> — <T,><T><Ts> = <Tp> - ~<T><Ts>
<Tg> > <T3><T,><Ts> = <Tp> - (<T><Ts>
<Tp> — p<Ts> = <Tp> — p<Ts>

Nakon ovoga smena <T,> — <T><Ts> moze se ukloniti. Slede¢a smena koja podleze istoj
transformaciji je smena 6.

T; > <T><Tg>.

Na sli¢an nacin dobija se:

<T> — <T,><T><Tg> = <T> > ~<T;><Tg>
<T> - <T3><T,><Tg> = <T;> = (KT><Tg>
<T;> - p<Tg> = <T;> - p<Tg>

Transformisana gramatika dobija oblik:

1. <T;> > <T><T> 8. <T7> > ~<T><Tg>

2. <T>— <T><Tg> 9. <T> = (<T><Tg>

3. <T>—-p 10. <T;> — p<Tg>

4. <Tp> - ~<T><Ts> 11. <T> >~

5. <Tp> — (<T><Ts> 12. <T3>— (

6. <Tg> - p<Ts> 13. <T¢> > >

<Ts> > <T><T> 14. <Tg>—)

Uocava se da transformacijama nije dobijena nijedna smena oblika <T,> — <T,>y, ¢ime se
proces transformisanja uproScava.

Gledajuci smene u dobijenoj gramatici vidimo da samo smene za <T;> i <Ts> imaju na krajnjoj
levoj strani neterminale. Idu¢i unazad kroz gramatiku, to jest, od smena sa najviSim rednim
brojem neterminala i zamenjujuci njihove desne strane u smene sa nizim rednim brojem dobija
se gramatika u normalnoj formi Greibach-ove. Dakle, nasa gramatika postaje:
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1. <T;>—> ~<T;> 8. <Ty> = ~<T><Tg>
2. <Tj> - (<Tg> 9. <Tp> > (<T><Tg>
3. <T>—>p 10. <T;> — p<Tg>

4. <Tp> > ~<T><Ts> 11. <Tp> > ~

5. <Tp> — (<T><Ts> 12. <T3> —(

6. <T,> —>p<Ts> 13. <T¢> > >

7. <Ts> — o<T> 14. <Tg>—)

Diskusija reSenja

Prevodenje gramatike u normalnu formu Greibach-ove omogucuje da se odredi da li je
gramatika tipa LL(1). Ako su selekcioni skupovi disjunktni, gramatika je LL(1). U tom smislu je
i data polazna gramatika tipa LL(1). U ovom posebnom slu¢aju, ovakva transformacija i nije
bila potrebna da bi se utvrdio tip gramatike jer se to prostom inspekcijom moze odmah
ustanoviti.

Za slucaj prethodnih transformacija nismo imali smene oblika:
<T,>—> <Tk>’yl, <T\> - <Tk>’Yz,..., <T> - <Tk>'Yr

Ako se takve smene pojave, onda treba primeniti odredenu transformaciju uvodec¢i novi
neterminal <Z,>. Neka postoje jo§ smene oblika:

<T,> > Bl, <T> > Bz,..., <T\,> - BS

gde B; za 1<i<s ne pocinje neterminalom <T,>. Tada navedene smene zamenjujemo
smenama:

<Ti>— B;

<i<
<T> - Bi<Z> } Isiss

<Zi> >

T YT } I<i<r

Ponavljajuci celokupan proces transformacije za svaki polazni neterminal, dobijaju se smene
oblika:

1. <Tk> —><T[>p,, [>k
2. <T> — ap, aeVr
3.<Z> >, pe(VNU {<Zp>, <Z>, .., <Zs>})

Krajnje levi simbol na desnoj strani svake smene za <T;> mora da bude terminal posto je <T,>
neterminal sa najve¢im rednim brojem. Krajnje levi simbol na desnoj strani bilo koje smene za
<Ty.> mora da bude <T,> ili terminal.Ako je <T,>, generiSu se nove smene zamenom <T,>
njegovim desnim stranama. Desne strane tako dobijenih smena mora da otpocinju terminalima.
Ovaj postupak se nastavlja nad smenama <T,,>, ... , <T,>, <T;> sve dok svaka smena za <T>
ne pocinje terminalom.
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U poslednjem koraku, ispituju se smene novih neterminala <Z;>, <Z,>, ... , <Z,>. Ove smene
pocinju bilo terminalom bilo neterminalom polazne gramatike. Ako smena za <Z> pocinje
neterminalom <T}>, onda njega zamenjujemo svim smenama oblika

<Tp> — ay

jer su sve smene za neterminale <T> ve¢ dovedene u formu Greibach-ove. Nakon toga i smene
za <Z;> dobijaju istu formu.

1z zadatka se vidi da se broj smena skoro udvostrucuje u odnosu na originalnu gramatiku. To
poveéanje moze da bude i vece ako se pojave u procesu transformacije i smene oblika
<T,> — <T,>y. Ovako veliko povecéanje je posledica samog nacina transformacije koji zahteva
najpre transformaciju gramatike u normalnu formu Comskog a zatim u normalnu formu
Greibach-ove.

Zadatak 2.4.13

Ako je gramatika G data u normalnoj formi Comskog, i za w € L(G) postoji izvodenje od p
koraka, koliko w ima terminala? Pretpostaviti da ne postoje smene oblika <A> — &.

Analiza problema

Prema teoriji koju je dao Comski, svaki bezkontekstni jezik se moZe generisati gramatikom u
kojoj su smene oblika <A> — <B><C> ili <A> — a; drugim rec¢ima, svaka se bezkontekstna
gramatika moze transformisati u oblik u kojem svaka smena ima ili dva neterminala na desnoj
strani ili jedan terminal, takode, na desnoj strani. Ograni¢avanjem oblika i duzine smena
omogucuje da se na relativno jednostavan nacin odredi duZina proizvedene sentence u
zavisnosti od broja koraka u izvodenju u datoj gramatici; dakle

Iw| = f(p)

gde je
|w| — duzina sentence
p — broj koraka.

Korak ¢emo definisati kao primenu jedne smene u izvodenju sentence.

ReSenje

Izvodenje u ovakvom tipu bezkontekstne gramatike se moze prikazati binarnim stablom.
DefiniSemo puno binarno stablo izvodenja kao ono stablo u kojem se u svim ¢vorovima
primenjuju smene oblika <A> — <B><C> a na nivou stabla d smene oblika <A> — a, gde je d
unapred zadata veli¢ina. Nivo stabla je odreden brojem ¢vorova od korena stabla (ne ra¢unajuéi
njega ako ne postoji smena tipa <S> — a) do poslednjeg neterminalnog ¢vora, Sl. 2.4.10.
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\ nivo 0

nivo 1

nivo 2
Primena smena

oblika A [\ :

<A> — <B><C> mmmmmm m n41V03
T I I T[T T ] rives
oolacr s O OO GO G0 OO 6O 0 G G O

Sl. 2.4.10: Puno binarno stablo izvodenja

Na Sl. 2.4.10 je dat primer punog binarnog stabla izvodenja za d = 4. Odavde se lako uocava da
je maksimalna duZzina sentence definisane na osnovu punog binarnog stabla i za proizvoljnu
duzinu d data sa

_ ,4)d>0,za<S8>-hHa
|W"““‘c?2 ,za<S>—>a

Jasno, ovde je i pretpostavljeno da se na nivou d nalaze samo oni neterminali za koje postoje
smene oblika <A> — a.

Broj koraka pi.x koji odgovara duzini [wj,. se jednostavno nalazi i iznosi:
_ Adtl
Pmax = 2 - 1

Dovoljno je sabrati ¢vorove po svim nivoima, polaze¢i od nivoa O (jer se primenjuje prva
smena) pa sve do nivoa d:

1+2+4+8+16+32+...=
a1
2-1

2042 422+ 234 244 2% 420 = =2%" 1 = Puax

Tako se, na primer, za slucaj sa Sl. 2.4.10, dobija:

| Pmax = 31, |W|max:l6|

Pretpostavimo sada da broj koraka nije maksimalan, ve¢ iznosi p. To znaci da sada nemamo
puno binarno stablo izvodenja, ve¢ se na nekim nivoima stabla izvodenja manjim od d
primenjuju smene oblika <A>— a. Nadimo razliku pgr izmedu maksimalnog moguceg i
stvarnog broja koraka u izvodenju sentence w i za nivo stabla d koji sada predstavlja
maksimalnu putanju u stablu:

d+1
dif:2 —l— P

Veza izmedu pmayx 1 [Wlnax S€ 1ako nalazi i iznosi:
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10g2‘w|max = 10g2(pmax + 1) -1
to jest,
1OgZ‘VV|max = 1OgZ(pmax + 1) /2

ili

Wmax:£9max+ 12/2

Duzina maksimalne sentence |W|n.x bi¢e umanjena za broj terminala u zavisnosti od pg;r.
Ozna¢imo to umanjenje sa [wj,, i nadimo

Iwl, = £(p)

Ocigledno je da ako na nekom nivou i u nekom ¢voru i primenimo smenu oblika <A> — a, da
se Citavo podstablo koje polazi od tog ¢vora eliminiSe dalje iz izvodenja. Ako je time broj
koraka izvodenja smanjen za pgr, smanjenje duZine sentence koja poti¢e od datog ¢vora |wj,
iznosi

Wl = pair/ 2
jer se u ¢voru i primenjuje ipak jedno izvodenje oblika <A> — a.

Odavde sledi da je

o i _ i _ M
[wh = 2wl = 2p,, /2=

Dakle, dobijamo

max+1 M,pdﬂ_l+1 pd+l_1_p
2 27 B

|W‘ = ‘W‘max - ‘W|u = P 5

ptl
[w| = 2

Diskusija reSenja

Ocigledno je da p ne moze da ima proizvoljne, ve¢ odredene vrednosti koje moraju da budu
neparne; koje sve vrednosti p moze da ima zavisi od gramatike.

Zadatak 2.4.14

Neka je G nedvosmislena bezkontekstna gramatika bez praznih smena. Ako wel(G), pokazati
da je broj koraka potreban da se izvede sentenca w linearno zavisan od duzine w.

Analiza problema

Da bi se problem resio, pogodno je gramatiku G transformisati u normalnu formu Comskog gde
su smene oblika <A> — <B><C>i<A> — a.
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Resenje

Zadatak 2.4.13 reSava problem zavisnosti duzine sekvence wel(G) od broja koraka za
gramatiku datu u normalnoj formi Comskog i bez praznih smena, odakle se lako izvodi obratna
zavisnost

p=2w/-1
gde je
p — broj koraka izvodenja sekvence w u gramatici Comskog i

|w| — duzina sekvence w.

2.5. Programski primeri

Zadatak 2.5.1

Realizovati na C-u algoritam eliminacije suvi$nih neterminala i smena iz zadate gramatike.
Program na izlazu treba da ispiSe rezultujuu gramatiku, kao i da ispiSe koji neterminali su
mrtvi, a koji su nedostizni. Gramatika se zadaje u tekstualnoj datoteci. Svaki red odgovara
jednoj smeni. Svako slovo odgovara jednom gramatickom simbolu (neterminalima velika slova,
terminalima mala). Prvo slovo u redu odgovara simbolu leve strane smene, zatim ide razmak pa
niz simbola desne strane smene, npr. smena <X> — <Y> <Z> v w se zadaje sa

X Yvw

1z prakti¢nih razloga moZe se uzeti da duzina desnih strana smena ne prelazi dvadeset simbola.

Resenje

Prilozeni program za ulaz na Sl. 2.5.1(a) daje izlaz na Sl. 2.5.1(b).

S Ab DEAD: CD
ScC
ADB S > Ab
A->a
Aa B>
B
C cDb UNREACHABLE: B
D aAC S > Ab
A->a
(a) (b)
SI. 2.5.1

U programu koji sledi, leve strane gramatic¢kih smena pamte se u znakovnom vektoru LHS[], a
desne strane u vektoru znakovnih nizova RHS[]. Vektor alive[], za proizvoljan neterminal <X>
Cuva informaciju da li je <X> ziv, ukoliko je alive[‘X’] jednako 1, ili mrtav, ukoliko je
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alive[*X’] jednako 0. Na slican nacin vektor reachable[] ¢uva informaciju o dostiznim i
nedostiznim neterminalima.

Gramatika se Cita sa standardnog ulaza procedurom read grammar(). Zatim se procedurom
calc_alive() odreduje koji su neterminali zivi a koji mrtvi (vidi Zadatak 2.3.1). Procedura
print_dead() na izlazu ispisuje mrtve neterminale. Procedura eliminate dead() izbacuje iz
gramatike sve smene u kojima se pojavljuju mrtvi neterminali. Procedura print grammar()
ispisuje izmenjenu gramatiku. Procedura calc_reachable() u ovoj gramatici odreduje dostizne i
nedostizne neterminale (vidi Zadatak 2.3.1), ovi poslednji se ispisuju procedurom
print_unreachable() i zatim iz gramatike elimini§u smene u kojima se oni pojavljuju procedu-
rom eliminate_unreachable(). Izmenjena gramatika se ispisuje procedurom print_grammar().

#include <stdio.h>
#include <string.h>
#include <ctype.h>

#define MAX_PROD 100
#define MAX_RHS 20

char LHS[MAX PROD]J;

char RHS[MAX PROD][MAX RHS];
int alive[128];

int reachable[128];

int num_prod,

void read_grammar(void){
char line[80];
num_prod=0;
while ( gets(line) != NULL ){
LHS[num_prod] = line[0];
strepy( RHS[num_prod++], ( (strlen( line)>1)?line+2:""));
}
¥

void print_grammar(void){
inti;
for (1= 0; i <num_prod; i++)
printf("%c -> %s\n", LHS[i], RHS[i]);
printf("\n");
}

void calc_alive(void){
int i,;
int change;
for (1="A"i<="Z"i++)
alive[i] = 0;
for(i="a"ji<='z7;it++)
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alive[i] = 1;
do{
change = 0;
for (1=0; i <num_prod; i++)
if (lalive[LHS[i]] ){
int alive_rhs = 1;
for (j =0; j <strlen( RHS[i] ); j++)
if ( lalive[RHS[1][j]1])
alive_rhs =0,
if (alive_rhs){
alive[LHS[i]] = 1;
change = 1;
}
}
} while ( change );
}

void eliminate_dead(void){
intij;
intk=0;
for (1=0; i <num_prod; i++)
if (alive[LHS[i]] ){
int alive_ths = 1;
for (j =0;j <strlen( RHS[i] ); j++)
if (lalive[RHS[i][j1])
alive_rhs = 0;
if (alive_rhs){
LHS[k] = LHS[i];
strepy( RHS[k-++], RHS[i]);
}
H
num_prod = k;
§

void print_dead(void){
inti,j;
int printed[128];
for (1=0;1<128; i++)
printed[i] = 0;
printf("\n\nDEAD:");
for (1=0; i <num_prod; i++ ){
if ( lalive[LHS[i]] && !printed[LHS[i]] ){
printf(" %c", LHS[i]);
printed[ LHS[i]] = 1;
}
for (j = 0; j <strlen( RHS[i]) ; j++)
if (!alive[RHS[i][j]] && !printed[RHS[1][j]] ){
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printf(" %c", RHS[i][j1);
printed[RHS[i][j]] = 1;
}

}
printf("\n\n");
}

void calc_reachable(void){
int i,j;
int change;
for (1="A1<="Z"i++)
reachable[i] = 0;
reachable[ LHS[0]] = 1;
do{
change = 0;
for (1=0;i<num_prod; i++)
if ( reachable[LHSJ[i]] )
for (j = 0;j <strlen( RHS[i] ); j++)
if (isupper( RHS[i][j]) && !reachable[RHS[i][j]1] ){
reachable[RHS[i][j]] = 1;
change =1;
J
} while ( change );
}

void eliminate_unreachable(void){
int i;
intk=0;
for (1= 0; i <num_prod; i++)
if ( reachable[LHSJi]] ){
LHS[k] = LHS[i];
strepy( RHS[k++], RHS[i]);
b
num_prod = k;
¥

void print_unreachable(void){
int i;
int printed[128];
for (1=0;1<128; i++)
printed[i] = 0;
printf("\n\nUNREACHABLE:");
for (1=0; i <num_prod; i++)
if ( !reachable[LHS[i]] && !printed[LHS[i]] ){
printf(" %c", LHS[i]);
printed[LHS[i]] = 1;
}
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printf("\n\n");
H

main(){
read_grammar();
calc_alive();
print_dead();
eliminate_dead();
print_grammar();
calc_reachable();
print_unreachable();
eliminate_unreachable();
print_grammar();



3. Sintaksna analiza od

vrha ka dnu

3.1. Potisni automati

Zadatak 3.1.1

a) Izloziti tri sekvence iz skupa sekvenci koje prepoznaje potisni automat sa jednim stanjem
prikazan na Sl. 3.1.1. Startni stek je V. Prikazati rad automata za svaku od ovih sekvenci.

b) Opisati skup sekvenci koje dati automat prihvata.

So:
a b c —l
PUSH(A) S0P
A | apvance | REECT | ypyance | REIECT
PUSH(C) POP PUSH(A)
B | Apvance | RETAIN | apvance | REIECT
PUSH(B) PUSH(C) POP
C | ADVANCE | ADVANCE | ADVANCE REJECT
PUSH(A) PUSH(B)
V' | ADVANCE | ADVANCE REJECT ACCEPT
SL3.1.1
Analiza problema

Potisni automat definisan je uredenom Sestorkom (U, Y, Y, S, S;, 8.) gde:

e U predstavlja skup ulaznih simbola. U konkretnom slucaju, ulazni simboli oznacavaju
pojedine kolone tabele (osim poslednje) na S1. 3.1.1, pa je U = {a, b, c}.

165
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e Y predstavlja skup simbola steka. U konkretnom slucaju, stek simboli obelezavaju pojedine
vrste tabele na S1. 3.1.1, paje Y = {A, B, C, V}.

e Y, je pocetna konfiguracija steka i definisana je sekvencom simbola steka koja pocinje
simbolom V. Simbol V naziva se dnom steka.

e S predstavlja skup stanja potisnog automata. U konkretnom slucaju, S = {S,}.

e S, € S predstavlja startno stanje automata, u konkretnom slucaju to je jedino stanje
automata Sy,

o 5 (Uu {——| }) x Y x S — O predstavlja kontrolnu funkciju koja za svaki ulazni simbol
(kojima se, iz prakti¢nih razloga, dodaje marker kraja ulazne sekvence —| ), svaki simbol
steka i svako stanje definiSe odredeni element skupa svih mogucih operacija potisnog
automata O = Oy x S x O, U {ACCEPT, REJECT}, pri ¢emu:

e O, = {POP, PUSH(x), nepromenjen stek} je skup mogucih operacija nad stekom, POP
oznacava skidanje jednog simbola sa steka, PUSH(x) oznacava stavljanje simbola
steka x na vrh steka.

e O, = {ADVANCE, RETAIN} je skup moguéih operacija nad ulaznom sekvencom.
ADVANCE oznacava da slede¢i ulazni simbol iza tekuceg postaje novi tekuéi simbol,
a RETAIN oznacava da se tekuéi simbol ulaza ne menja.

Prema tome, svaka operacija automata sastoji se iz odredene operacije nad stekom,
promene stanja u odredeno stanje s € S i odredene operacije nad ulazom. Izuzetak od
ovoga su operacije ACCEPT koja oznacava kraj rada automata pri ¢emu se ulazna
sekvenca prihvata i REJECT koja oznacava kraj rada pri ¢emu se ulazna sekvenca odbija.
Kontrolna funkcija §. je u konkretnom sluc¢aju zadata kontrolnom tabelom na Sl. 3.1.1.

Rad automata odvija se po sledecem algoritmu:

tekuée stanje :=S;;
tekuéi_ulaz := prvi simbol ulazne sekvence;
tekuc¢a konfiguracija_steka :=Y;
loop
if &.( tekuéi_ulaz, tekuca_konfiguracija_steka, tekuce_stanje ) = ACCEPT
then kraj rada uz prihvatanje ulazne sekvence;
else if &.( tekuci_ulaz, tekuc¢a konfiguracija_steka, tekuce stanje ) = REJECT
then kraj rada uz odbijanje ulazne sekvence
else
S.( tekuéi ulaz, tekuca konfiguracija_ steka, tekuce stanje ) je oblika (y, s, u);
primeniti na tekucu_konfiguraciju_steka operaciju y;
tekuce stanje :=s;
primeniti na tekuci_ulaz operaciju u;
end if
end loop;

Skup svih sekvenci ulaznih simbola koje automat prihvata naziva se jezik tog automata.
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Resenje
a)
Primeri sekvenci koje prihvata gore dati potisni automat:
1) prazna ulazna sekvenca: —|
stek: ulaz: akcija:

1. Vv — ACCEPT

2) ulazna sekvenca: ac—|

stek: ulaz: akcija:
1. Vv ac —]| PUSH(A), ADVANCE
2. VA c— POP, ADVANCE
3.V — ACCEPT

3) ulazna sekvenca: aaccac—|

stek: ulaz: akcija:

1. V aaccac —| PUSH(A), ADVANCE
2. VA accac —]| PUSH(A), ADVANCE
3. VAA ccac —| POP, ADVANCE

4. VA cac —] POP, ADVANCE
5.V ac —] PUSH(A), ADVANCE
6. VA c— POP, ADVANCE
7.V — ACCEPT

b)

U cilju odredivanja skupa sekvenci koje prihvata automat sa Sl. 3.1.1, prvo ¢emo pokazati da A
predstavlja jedini simbol steka (osim V) koji se, za prihvatljive ulazne sekvence, moze pojaviti
na steku u toku rada automata.

Primetimo najpre da se simbol C moze pojaviti na steku jedino ako je simbol B ve¢ prisutan na
steku, kao rezultat akcije u ulazu (B, a) kontrolne tabele. Jedina preostala akcija koja potiskuje
C na stek je akcija u ulazu (C, b) kontrolne tabele, medutim kod nje se podrazumeva da se jedno
C ve¢ nalazi na vrhu steka. Dakle, ako utvrdimo da se za prihvatljive sekvence B ne moze
pojaviti na steku, iz toga neposredno sledi da se ni C ne moZe pojaviti na steku.

Razmotrimo nacine na koje se simbol B moZe pojaviti na steku. To se moze desiti kao rezultat
akcija u ulazima (V, b) i (C, a) kontrolne tabele. Jedini nacin da se simbol B prvi put potisne na
stek je izvrSavanje akcije u ulazu (V, b), s obzirom da pojava C na steku kao preduslov za
izvrSavanje akcije u ulazu (C, a) implicira da se na steku ve¢ nalazi simbol B u skladu sa ranijim
zakljuccima.
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Sada ¢emo pokazati da bilo koja ulazna sekvenca za koju se konsultuje ulaz (V, b) kontrolne
tabele ne moze biti prihvacena. Konfiguracija steka posle izvrSavanja ove akcije je VB. Da bi
sekvenca bila prihvacena, stek mora biti prazan kada automat konzumira celokupan ulazni niz.
Dakle, simbol B mora biti uklonjen sa steka. Jedini nac¢in da se ovaj simbol ukloni iz
konfiguracije steka VB je da se izvrsi akcija POP kada se B nalazi na vrhu steka. Ovaj
preduslov zadovoljava jedino ulaz (B, b) kontrolne tabele. Medutim, akcije POP, RETAIN
uslovljavaju obavezno konsultovanje ulaza (V, b) u narednom koraku rada automata i
izvrSavanje akcija PUSH(B), ADVANCE ¢ime se B vraca na stek. S obzirom da nema nacina
da se stek isprazni jednom kada se simbol B nade na njemu, zakljucujemo da automat ne moze
da zavrsi rad sa ACCEPT.

Prema tome, pri odredivanju skupa prihvatljivih ulaznih sekvenci mogu se zanemariti vrste B i
C i ulaz (V, b) kontrolne tabele. S obzirom da ulaz (A, b) sadrzi REJECT, znaci da se ulazni
simbol b ne moze pojaviti u prihvatljivoj sekvenci. Automat prema tome mozemo uprostiti bez
uticaja na skup sekvenci koji prepoznaje izostavljanjem vrsta B i C i kolone b (SI. 3.1.2).

a c —

PUSH(A) POP
A | ADVANCE | ADVANCE REJECT
PUSH(A)
V | ADVANCE REJECT ACCEPT
S 3.1.2

Prazna ulazna sekvenca se prihvata. Neprazna ulazna sekvenca mora pocinjati simbolom a da bi
bila prihvatljiva . U nastavku mogu slediti simboli a i c¢. Simbol a na ulazu izaziva potiskivanje
jednog simbola A na stek. Simbol ¢ na ulazu izaziva skidanje jednog simbola A sa steka. Da bi
sekvenca bila prihvatljiva, ni u jednom trenutku rada automata broj procesiranih simbola ¢ ne
sme preci broj procesiranih simbola a, jer bi u tom slucaju parser konsultovao ulaz (V, c). U
celokupnoj sekvenci, broj simbola a mora biti jednak broju simbola ¢ da bi sekvenca bila
prihvacena.

Sekvenca se dakle prihvata ako i samo ako je prazna, ili se sastoji od simbola a i ¢, pri emu
broj simbola c¢ nikada ne prelazi broj simbola a u bilo kojoj podsekvenci kojom pocinje
posmatrana sekvenca, a ukupan broj simbola a u posmatranoj sekvenci jednak je ukupnom broju
simbola ¢ u posmatranoj sekvenci.

Zadatak 3.1.2

Izloziti tri sekvence koje potisni automat sa Sl. 3.1.3 prihvata i prikazati promene na steku
prilikom rada automata.

Startni stek je VA.
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0 1 —

REPLACE (AA) POP

A ADVANCE ADVANCE | REJECT

% REJECT REJECT | ACCEPT
S 3.1.3

Analiza problema

Zadati automat koristi operaciju REPLACE, koja predstavlja prosirenje primitivnih operacija za
rad sa stekom. Operacija REPLACE(XYZ) ima efekat kao sledece primitivne operacije: POP,
PUSH(X), PUSH(Y), PUSH(Z). Dakle, prvo skida vr$ni simbol sa steka, a zatim na stek stavlja
simbole zadate u argumentu redom kojim su napisani.

Resenje

Akcija REPLACE(AA) u ulazu (A, 0) kontrolne tabele po svom efektu jednaka je akciji
PUSH(A). Prefiksom neke sekvence nazivamo podsekvencu kojom pocinje posmatrana
sekvenca; duzina prefiksa moze biti od nula znakova do broja znakova u sekvenci. Pravi
prefiksi su svi oni prefiksi ¢ija je duzina strogo manja od duzine celokupne sekvence.

Automat pocinje rad u stanju A. Svaka 0 na ulazu uvecava broj simbola A na steku za jedan, a
svaka jedinica na ulazu smanjuje ovaj broj za jedan. Sekvenca se odbija ako se stek isprazni pre
kraja ulazne sekvence, ili ako na kraju ulazne sekvence stek nije prazan.

Prema tome, automat prihvata sve i samo one sekvence kod kojih je broj znakova 0 u svakom
njihovom pravom prefiksu ve¢i ili jednak broju znakova 1, a u kompletnoj sekvenci znakova 1
ima ta¢no za jedan vise od znakova 0.

Primer rada parsera za ulaznu sekvencu 011:

stek ulaz  akcija

VA 011—  REPLACE(AA), ADVANCE
VAA 11—  POP, ADVANCE

VA 1I—  POP, ADVANCE

v —  ACCEPT

Primer rada parsera za ulaznu sekvencu 01011:

stek ulaz  akcija

VA 01011—  REPLACE(AA), ADVANCE
VAA 1011 POP, ADVANCE

VA 011—  REPLACE(AA), ADVANCE
VAA 11—|  POP, ADVANCE

VA 1—  POP, ADVANCE

\% —  ACCEPT
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Primer rada parsera za ulaznu sekvencu 01000101111:

stek ulaz  akcija

VA 01000101111— REPLACE(AA), ADVANCE
VAA 1000101111— POP, ADVANCE

VA 000101111— REPLACE(AA), ADVANCE
VAA  00101111— REPLACE(AA), ADVANCE
VAAA 0101111— REPLACE(AA), ADVANCE
VAAAA 101111 POP, ADVANCE

VAAA 01111— REPLACE(AA), ADVANCE
VAAAA 1111— POP, ADVANCE

VAAA 111— POP, ADVANCE

VAA 11— POP, ADVANCE

VA 1— POP, ADVANCE

\% — ACCEPT

Zadatak 3.1.3

Kakve izmene treba naliniti u kontrolnoj tabeli potisnog automata sa Sl. 3.1.4 da bi ovaj
automat proveravao korektnu uparenost otvorenih i zatvorenih zagrada? Startni stek je V.

( ) —
A PUSH(A) POP POP
ADVANCE ADVANCE RETAIN
PUSH(A)
\Y% ADVANCE REJECT ACCEPT
SI. 3.1.4

ReSenje

Razmotrimo primer procesiranja ulazne sekvence ((( ) —|.

stek: ulaz: akcija:
1. Vv () — PUSH(A), ADVANCE
2. VA )— PUSH(A), ADVANCE
3. VAA () — PUSH(A), ADVANCE
4. V AAA ) — POP, ADVANCE
5. VAA — POP, RETAIN
6. VA — POP, RETAIN
7.V — ACCEPT

Za svaki ulazni znak ( na stek ide simbol A, dok se za svaki ulazni znak ) sa steka skida jedan
simbol. Ukoliko se celokupna ulazna sekvenca obradi, a stek nije prazan, dolazi do praZnjenja
steka 1 akcije ACCEPT. Nije tesko uociti da automat prihvata sekvencu ako je u toj sekvenci,
kao i u svakom njenom prefiksu broj otvorenih zagrada ve¢i do jednak broju zatvorenih.
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Da bi automat proveravao uparenost zagrada, u svakom prefiksu sekvence broj otvorenih
zagrada mora biti ve¢i do jednak broju zatvorenih zagrada, a u celokupnoj sekvenci mora biti
jednak broj jednih i drugih. Izmena automata svodi se na upisivanje akcije REJECT u vrstu A i
kolonu —| kontrolne tabele.

Zadatak 3.1.4

Projektovati primitivan potisni automat koji prepoznaje sledeée skupove sekvenci.
a) {1°0M} n>m>0
b) {1207} U {OM 12m} m > 0.

Iz zadatih skupova izabrati po jednu sekvencu duZine vece od tri i prikazati proces njenog
prepoznavanja.

Resenje
a)

Ideja konstrukcije automata je slede¢a: mada se svaki potisni automat moZze napraviti sa jednim
stanjem, primera radi ¢emo ovaj realizovati sa dva stanja. U pocetnom stanju S; automat ¢e
obradivati vodece jedinice na ulazu tako $to ¢e za svaku jedinicu na stek, koji je inicijalno
prazan, biti stavljen simbol A. U trenutku kada se na ulazu pojavi nula, automat prelazi u stanje
S, koje oznacava da se u nastavku prihvataju iskljuc¢ivo nule. Pri obradi nule, sa steka se skida
jedan simbol A. Sekvenca se prihvata jedino ako se stek ne isprazni do pojave markera kraja
ulaza, jer to oznaCava da je broj jedinica na ulazu bio ve¢i od broja nula. Konstrukciju
sprovodimo po koracima:

1. Uocavamo ulazne simbole: {0, 1}

. Uocavamo simbole steka: {V, A}

2

3. Uocavamo simbole stanja: {S;, S,}

4. DefiniSemo pocetnu konfiguraciju steka V.
5

. Pravimo kontrolne tabele (SI. 3.1.5).

Startni stek: V S, S,
0 1 — 0 1 —
POP PUSH(A) POP
A | ADVANCE | ADVANCE | REJECT A | ADVANCE | REJECT [ ACCEPT
STATE (S,) | STATE(S)) STATE (S,)
PUSH(A)
\Y% REJECT ADVANCE | REJECT \% REJECT REJECT | REJECT
STATE(S,)

SL 3.1.5
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b)

Za sekvence oblika {1 01}, n > 0 postupi¢emo analogno prethodnom slucaju.
1. Uocavamo ulazne simbole: {0, 1}

2. Uocavamo simbole steka: {V, O, Z}

3. Uocavamo simbole stanja: {S;, S, S;, S4}

4. Pocetna konfiguracija steka je V.

5. Pravimo kontrolne tabele na osnovu razmatranja koje sledi.

U stanju S; automat obraduje vodece jedinice, stavljaju¢i na stek simbol O za svaku jedinicu na
ulazu. Po dolasku prve nule, prelazi se u stanje S, gde se za svaku nulu sa ulaza sa steka skida
jedno O. Sekvenca se prihvata ako stek ostane prazan kada se ceo ulaz obradi.

Za sekvence oblika {0™ 12M} m n > 0, na prvi pogled, obrada bi se mogla resiti na isti nagin, s
tim $to bi se za svaku nulu na ulazu na stek potiskivala dva simbola da bi ih kasnije uparili sa
dve jedinice sa ulaza. Medutim, istovremeno potiskivanje dva simbola na stek ne spada u
operacije primitivnog potisnog automata. Zbog toga ¢e biti primenjeno sledece reSenje: automat
obraduje vodece nule u stanju S; potiskujuéi za svaku nulu na ulazu jedno Z na stek (uvodimo
novi stek simbol da bismo u nastavku ulaza razlikovali ovaj tip sekvence). Po dolasku prve
jedinice, automat prelazi u stanje S; gde se za svaku 1 sa ulaza skida jedno Z sa steka i potom
prelazi u stanje S,, gde se obraduje sledeca jedinica za ulaza, bez menjanja sadrzaja steka i vrsi
povratak u stanje S;. Na taj nacin obezbedeno je uparivanje dve jedinice sa ulaza sa jednim Z sa
steka.

Na osnovu prethodnog razmatranja dobija se potisni automat sa SI. 3.1.6 (a) i (b).

Startni stek: V

Sll SQZ
0 1 — 0 1 —
POP PUSH(O) POP
O | ADVANCE | ADVANCE | REJECT O | ADVANCE | REJECT REJECT
STATE(S,) | STATE (S)) STATE(S,)
PUSH(Z)
Z | ADVANCE | ADVANCE | REJECT Z REJECT REJECT REJECT
STATE (S)) | STATE(S;)
VvV | PUSH(Z) PUSH(O)
ADVANCE | ADVANCE | REJECT \Y REJECT REJECT | ACCEPT
STATE (S,) | STATE (S))

SI. 3.1.6 (a)
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S3Z S4Z
0 1 — 0 1 —
O | REJECT REJECT | REJECT O | REJECT | REJECT REJECT
POP ADVANCE
Z | REJECT | ADVANCE | REJECT Z | REJECT | (o're o REJECT
STATE (S,) (S3)
v | REJECT REJECT | REJECT v | REJECT | REJECT ACCEPT

SI. 3.1.6 (b)

Diskusija

Primetimo da su pojedini ulazi kontrolne tabele automata suvisni jer se njima ne moze pristupiti
tokom rada automata. Ovo se odnosi na vrstu 0 u stanju S, i vrstu 1 u stanjima Sz i S,. Citaocu
se ostavlja da, za vezbu, konstruiSe potisni automat za isti jezik sa jednim stanjem i potrebnim
brojem simbola steka.

Zadatak 3.1.5

Resiti tacku b) prethodnog zadatka koriste¢i operaciju REPLACE. Pokusati sa automatom koji
ima samo jedno stanje.

Analiza problema

Operacija REPLACE (vidi Zadatak 3.1.2) proSiruje skup primitivnih operacija nad stekom. Ta
operacija omogucava skidanje jednog elementa sa steka, a umesto njega smestanje na stek
proizvoljne sekvence simbola steka.

ReSenje

Automat (SI. 3.1.7) treba da prepoznaje sekvence tipa {11 00} i {0™ 12M} m_n > 0. Startni stek
je VA. Simbol A posle prvog ulaznog simbola skidamo sa steka i vise ne koristimo, ali povrh
dva simbola Z, za sekvence tipa {0™ 12M} odnosno O, za sekvence tipa {17 0%}, na vrh steka
stavljamo kontrolni simbol B, odnosno C zavisno da li je prvi ulazni simbol bio 0 ili 1 i
zadrZavaju se na vrhu steka sve dok ne naide drugaciji ulazni simbol, kada se kontrolni simboli
skidaju sa steka, a ostatak ulaza uparuje po broju sa simbolima na steku.

Diskusija

U konkretnom slu¢aju, za oba tipa prihvatljivih ulaznih sekvenci (1"0" ili 0™1*™), zavr3etak je
isti — prazan stek na kraju ulazne sekvence. Da se obezbedi drugaliji zavrSetak obrade za
razli¢ite tipove prihvatljivih ulaznih sekvenci, bilo bi neophodno da se uvedu novi simboli
steka, na primer D i E koji bi se na kraju ulaza pojavili na vrhu steka, pa bi procesiranje moglo
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da se razlikuje. Tada bi u ulazu (A,0) umesto REPLACE(ZZB) stajalo REPLACE(DZZB), a za
(C,1) umesto REPLACE(OC) stajalo bi REPLACE(EOC).

0 1 —
e | i | warer
| i | e
AD\PX;CE REJECT REJECT
REJECT REJECT ACCEPT
REJECT ADS%ZCE REJECT
SL 3.1.7

Zadatak 3.1.6

Projektovati potisni automat koji obavlja sledece prevodenje:
[nom
prevodi u

1020 >0, m> 0.

Analiza problema

Trazeni potisni automat (SI. 3.1.8) spada u klasu procesora jer pored prepoznavanja ulaza vrsi
prevodenje generisanjem odgovarajuéeg izlaznog niza. Radi generisanja izlaza skup operacija
automata prosirujemo operacijom OUT(XYZ) koja oznacava da se na izlaz Salje sekvenca
izlaznih simbola XYZ.

ReSenje

Startno stanje steka je VC. Simbol C uklanja se sa steka ¢im naide prva jedinica na ulazu. Za
svaku jedinicu na ulazu stavljamo po jedno O na stek (na vrhu se uvek zadrzava simbol A koji
oznacava da jo§ nije stigla prva nula na ulazu) i na izlaz Saljemo po jednu jedinicu. Kada se
pojavi prva 0 na ulazu, sa steka se skida simbol A. Nule se dalje ¢itaju ne menjajuci stek. Kada
se stigne do kraja ulazne sekvence, sa steka se redom skidaju simboli O i za svaki od njih izdaju
dve nule na izlaz. Primetiti da ¢e i neispravne ulazne sekvence generisati neki izlaz. Dva
REJECT ulaza u vrsti V nisu dostizni ni za jednu ulaznu sekvencu pri radu automata.
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0 1 —
OUT (1)
C REJECT REPLACE (OA) | REJECT
ADVANCE
POP OUT (1)
A REPLACE (OA) | REJECT
ADVANCE ADVANCE
OUT (00)
O | ADVANCE REJECT POP
RETAIN
\% REJECT REJECT ACCEPT
SL 3.1.8

Zadatak 3.1.7

Pokazati da potisni automati sa Sl. 3.1.9 1 Sl. 3.1.10 nikada ne ulaze u beskonaéne cikluse,
odnosno da se procesiranje proizvoljne ulazne sekvence zavrSava u kona¢nom broju koraka.
Pocetna konfiguracija steka oba automata je V.

a)
0 1 2 3 —]

A PUSH(A) PUSH(A) POP

ADVANCE ADVANCE REJECT ADVANCE ACCEPT

B [ PUSH(B) POP
ADVANCE | ACCEPT | jpyancg | ACCEPT REJECT
v PUSH(A) PUSH(B) REJECT PUSH(A)

ADVANCE ADVANCE ADVANCE

ACCEPT

SL. 3.1.9

b)

a b c —]

C PUSH(C) PUSH(D)
ADVANCE ACCEPT ADVANCE ACCEPT

D POP PUSH(C) POP POP

ADVANCE RETAIN RETAIN RETAIN

Y PUSH(C) PUSH(D)
RETAIN REJECT ADVANCE

ACCEPT

SI. 3.1.10
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Resenje
a)

Svaki ulaz tabele, izuzev onih sa akcijama ACCEPT i REJECT, sadrzi akciju ADVANCE. To
znaci da se rad automata zavr$ava u maksimalno onoliko koraka koliko u ulaznom nizu ima
znakova.

b)

Ulazi kontrolne tabele koji sadrze akciju RETAIN potencijalno mogu izazvati beskonacni
ciklus, pa moramo razmotriti rad automata za svaku takvu situaciju ponaosob.

Razmotrimo ulaz u vrsti D i koloni b — skracena oznaka (D, b). Po stavljanju simbola C na vrh
steka, s obzirom da se ulaz ne menja, bic¢e konsultovan ulaz (C, b) i izvrSena akcija ACCEPT.

Posle akcija (V, a) u slede¢em koraku sigurno ide akcija (C, a) gde postoji ADVANCE.

Posle akcija (D, c) sa steka se skida simbol D, §to znaci da ¢e posle kona¢nog broja primena ove
akcije biti konsultovan jedan od ulaza (C, ¢) ili (V, ¢) koji oba sadrze akciju ADVANCE.

Sli¢no rezonovanje vazi i za (D, —| ). Stek se prazni, a ulaz trosi i u jednom trenutku ée biti
konsultovan jedan od ulaza (C, ——| )ili (V, ——| ), odnosno preduzeta akcija ACCEPT.

Na ovaj nacin smo utvrdili da ¢e automat u kona¢nom broju koraka potrositi svaki ulazni
simbol, $to znaci da ¢e u kona¢nom broju koraka okoncati rad.

Zadatak 3.1.8

Pronacdi dve ulazne sekvence, jednu koja pocinje sa 0 i drugu koja pocinje sa 1 za koje automat
sa Sl. 3.1.11 upada u beskonacan ciklus. Startna konfiguracija steka je V.

0 1 2 3 —]

A PUSH(A) PUSH(B) PUSH(A)
ACCEPT RETAIN ADVANCE | ADVANCE REJECT
B POP PUSH(C) POP
ADVANCE ACCEPT REJECT RETAIN RETAIN
C PUSH(E) PUSH(A) PUSH(D) POP REJECT
RETAIN ADVANCE RETAIN RETAIN
D PUSH(D) PUSH(E)
ACCEPT ADVANCE | ADVANCE ACCEPT ACCEPT
E PUSH(C) PUSH(E) PUSH(D)
RETAIN REJECT ACCEPT ADVANCE RETAIN
% PUSH(A) PUSH(D) PUSH(A) PUSH(B) ACCEPT
ADVANCE | ADVANCE | ADVANCE | ADVANCE

Sl 3.1.11
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Resenje

Uoc¢imo najpre ulaz (A, 1) u kontrolnoj tabeli. Posle akcija (PUSH(A), RETAIN), automat
ostaje u istom stanju sa nepromenjenim ulazom, pa ¢e opet ponavljati iste akcije uz stalno
punjenje steka. Da bismo odredili ulaznu sekvencu koja dovodi do ovoga razmatramo ulaze
tabele koji imaju akciju PUSH(A), da bi se stanje A naSlo na vrhu inicijalno praznog steka.
Trazene ulazne sekvence su, na primer, sve koje pocinju sa 01 ili sa 21. Rad automata za ulaznu
sekvencu 01 je:

stek ulaz akcija

\Y 01— PUSH(A), ADVANCE
VA 1— PUSH(A), RETAIN
VAA 1— PUSH(A), RETAIN
VAAA 1 PUSH(A), RETAIN

Cikliranje takode moze da nastane naizmeni¢nim prebacivanjem kontrole iz (C, 0) u (E, 0) i
obrnuto. Ulazna sekvenca koja dovodi do ovoga pocinje sa 120:

stek ulaz akcija

\% 120 PUSH(D), ADVANCE
VD 20— PUSH(E), ADVANCE
VDE 0—| PUSH(C), RETAIN
VDEC  0— PUSH(E), RETAIN
VDECE  0—] PUSH(C), RETAIN
VDECEC 0— PUSH(E), RETAIN

Prebacivanje kontrole iz (B, 3) u (C, 3) i obrnuto, do ¢ega dovode ulazne sekvence koje pocinju
sa 33, isto tako dovodi do cikliranja:

stek ulaz akcija

\% 33— PUSH(B), ADVANCE
VD 3— PUSH(C), RETAIN
VDC 3— POP, RETAIN

VD 3— PUSH(C), RETAIN
vVDC 3— POP, RETAIN

VD 3— PUSH(C), RETAIN
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3.2. Analiza od vrha ka dnu

Zadatak 3.2.1

Jedan prepoznava¢ od vrha ka dnu, na osnovu sledece gramatike, prepoznaje smene za jednu
ulaznu sekvencu po slede¢em redosledu: 1,4, 3,2,4,2,1,4,2,4,4.

O kojoj ulaznoj sekvenci je rec¢?

1. <S>—>a<S><S> 3. <S> c<S><S><S>
2. <S>->b<S> 4. <S>->d
ReSenje

Prepoznava¢ od vrha ka dnu prepoznaje smene u redosledu koji odgovara levom izvodenju
trazene ulazne sekvence pocev od startnog neterminala.

<8> = | a<S><S> =, ad<S> = |, adc<S><S><S> = |, adcb<S><S><S> =,

) ) ) ) )
1 4 3 2 4
= 1 adebd<S><S> = | adcbdb<S><S> = |, adcbdba<S><S><S> = |,
) ) )
2 1 4
= m adcbdbad<S><S> = |, adcbdbadb<S><S> =,
) )
2 4
= m adcbdbadbd<S> = |, adcbdbadbdd
T
4

TraZeni ulazni niz je adcbdbadbdd. Odgovarajuce stablo izvodenja prikazano je na Sl. 3.2.1.

<S>

/<é>\<s>
) (|1 S

C <S> <S> <S>
b <T> b <S> d
/////1\\\\\

d a <S> <S>

Sl 3.2.1
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Zadatak 3.2.2

Slede¢i scenario odgovara potisnom prepoznavacu od vrha ka dnu za jednu S-gramatiku.
Nacrtati stablo izvodenja za zadatu ulaznu sekvencu tog scenarija.

stek ulazni niz
1.V <S> abbabab—]
2.Vb<D> dbabab—]
3.Vb<D>a<S> babab—]
4.Vb<D>a abab—-l
5.Vb<D> bab—]
6.Vba ab—-l
7.Vb b—]
8.V —

Analiza problema
Potrebno je na osnovu datog scenarija odrediti gramati¢ke smene upotrebljene u izvodenju:
<S> =, abbabab.

Ulazni simboli potisnog prepoznavaca su terminalni simboli trazene gramatike, a simboli steka
predstavljaju sve gramati¢ke simbole. Potisni prepoznava¢ od vrha ka dnu funkcionise po
slede¢im principima:

e U svakom trenutku rada, u slucaju prihvatljive ulazne sekvence, iz sentencijalne forme koja
je opisana sadrzajem steka (simboli se posmatraju pocev od vrha steka ka dnu) moguce je
izvesti preostali ulazni niz koriste¢i gramatiku na kojoj je prepoznavac zasnovan. U skladu
sa tim, inicijalno je na steku samo startni neterminal koji treba da upari kompletnu ulaznu
sekvencu. U zavr§snom koraku stek je prazan a na ulazu je preostao samo marker kraja ulaza

e Ukoliko je na vrhu steka terminalni simbol x, potrebno je da preostali ulaz pocinje
terminalom x. Akcije parsera svode se na skidanje simbola x sa steka i uklanjanje simbola x
sa ulaza, dakle POP, ADVANCE.

e Ukoliko je na vrhu steka neterminalni simbol <X>, a tekuéi ulazni simbol je y, u slucaju
prihvatljive ulazne sekvence neophodno je da postoji jedinstvena gramaticka smena
<X>—>ya (za definiciju S-gramatika, videti Zadatak 3.2.3). Parser preduzima akcije
kojima se na vrhu steka zamenjuje leva strana smene <X> —y o desnom, odnosno
REPLACE(a), ADVANCE. U argumentu REPLACE akcije simboli sekvence o navode se
obrnutim redosledom. Primetiti da je istovremeno izvrSeno uparivanje pocetnog simbola
desne strane y sa teku¢im ulaznim simbolom, tako da se taj simbol ne smesta na stek, a
istovremeno se uklanja sa ulaza. Pri ovome kazemo da je parser prepoznao (primenio)
smenu <X> —y a.
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Resenje

Posmatrajuci korake 1, 2, 3 1 5 scenarija uoavamo sve primenjene smene:
1. <S>—>a<D>b

2. <D>—>d<S>a<D>

3. <8>—>b

4. <D>—>ba

Stablo izvodenja za posmatranu ulaznu sekvencu, na osnovu date gramatike prikazano je na Sl.
3.2.2. Potisni automati od vrha ka dnu prepoznaju smene u redosledu koji odgovara konstrukciji
stabla od korena ka listovima.

<S>
a/<lD>\ b
d <S> a <D>
L
SL. 3.2.2

Zadatak 3.2.3

Pronacdi S-gramatiku i odgovarajuéi prepoznavac od vrha ka dnu za sledece jezike:
a) {I"m0"} n>0
b) {I"m 0"} U {m 1" m 020} n>0

ReSenje
a)

Najkraca sekvenca u skupu {1"m 0"}, n> 0, je m. DuZe sekvence dobijaju se dodavanjem 1 na
pocetku sekvence i nule na kraju. Kada ova zapaZanja preto¢imo u gramaticka pravila dobija se:

1. <S>— 1<S>0
2. <S>—>m

Dobijena gramatika ispunjava uslove za S-gramatiku:

1. Svaka desna strana smene mora da zapo¢ne terminalnim simbolom.

2. Za smene sa istom levom stranom, desne strane moraju da zapo¢nu razli¢itim terminalnim
simbolima.

Ulazni simboli trazenog automata su terminali 0, 1 i m. Simboli steka su dno steka V, svi
neterminali, u konkretnom slu¢aju <S>, a od terminalnih simbola samo 0. Terminali 1 i m ne
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idu na stek jer se sva njihova deSavanja u gramatici nalaze iskljuc¢ivo na pocecima desnih strana
smena. Startno stanje steka je: V<S>. Kontrolna tabela automata (SI. 3.2.3) popunjava se po
slede¢im pravilima, proizaslim na osnovu razmatranja iz prethodnog zadatka:

Ulaz tabele u vrsti V i koloni —| popunjava se sa ACCEPT, ostali ulazi te vrste sa
REJECT.

Ulaz tabele u vrsti oznacenoj nekim terminalom x i koloni x popunjava se sa POP,
ADVANCE, a ostali ulazi te vrste sa REJECT.

Ulaz tabele u vrsti oznacenoj nekim neterminalom <X> i koloni oznacenoj nekim
terminalom y popunjava se sa REPLACE(a"), ADVANCE ako postoji smena <X> — y a.
Ako takva smena ne postoji ulaz se popunjava sa REJECT.

Svi ulazi u koloni —-I osim onog u vrsti V popunjavaju se sa REJECT.

0 1 m ——|

<S> REJECT #1 #2 REJECT

0 Pop REJECT | REJECT | REJECT
ADVANCE

\% REJECT REJECT | REJECT | ACCEPT

Akcija#1:  REPLACE (0<S>) Na stek prvo ide 0 pa <S>.

ADVANCE

Akcija#2: POP #1 1 #2 se odnosi na redni broj smene koju procesiramo

b)

ADVANCE
SI. 3.2.3

Zadati skup sekvenci {1" m 0"} U {m1" m 0>}, n>0, moguée je opisati slede¢om gramatikom.
Smene 1, 2 i 3 opisuju prvi podskup, a preostale smene drugi. Radi se o S-gramatici.

1.

2
3
4,
5
6

<S> — 1<S;>0
<S;>—>m

<S> — 1<§;>0
<S> — m1<S,>00
<§,> — 1<5,>00

<Sz> —m

Potisni automat za ovu gramatiku, konstruisan prema pravilima iz tacke a) reSenja, prikazan je
na slici SI. 3.2.4.



182

3. Sintaksna analiza od vrha ka dnu

<S>
<S1>

<S2>

\%

Startno stanje steka:V <S>

Akcije #1 1 #3:

Akcije #2 1 #6:

Diskusija

1 0 m —]
#1 REJECT #4 REJECT
#3 REJECT #2 REJECT
#5 REJECT #6 REJECT
POP
REJECT | ,uancg | REJECT | REJECT
POP
ADVANCE | REJECT | REJECT | REJECT
REJECT REJECT | REJECT | ACCEPT
REPLACE (0,<S1>) Akcija#4: REPLACE (00 <S2>1)
ADVANCE ADVANCE
POP Akcija#5: REPLACE (00 <S2>)
ADVANCE ADVANCE
SL.3.2.4

S-gramatike predstavljaju najuzu klasu gramatika od vrha ka dnu. Za ove gramatike
najjednostavnije je konstruisati prepoznavaé. Siru klasa gramatika, koja obuhvata S-gramatike,
predstavljaju q-gramatike. Ova klasa obuhvaéena je LL(1) gramatikama, najSirom klasom
bezkontekstnih gramatika koje je moguée deterministicki (bez pogresnih pretpostavki o
primenjenim smenama) prepoznavati od vrha ka dnu sa jednim predikcionim simbolom (to jest,
gledaju¢i po jedan ulazni simbol u svakom koraku rada prepoznavaca — parsera).

Zadatak 3.2.4

Za svaki od sledecih jezika pronaci q gramatiku i odgovarajuci potisni prepoznavac od vrha ka

dnu.
a) {I"} n>0
b) {1 0%} n>0

Analiza problema

a) Jedna od mogucih gramatika za opis skupa {11}, n> 0 je:

1. <8>->I1<S>
2. <S§>->1<Sp>

3. <Sl>—) €
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Pojava prazne smene u gramatici dozvoljena je u klasi g-gramatika. Pre nego $to definiSemo g-
gramatike i ispitamo da li navedena gramatika pripada ovoj klasi, razmotrimo levo izvodenje
sekvence 11:

<S> =, <S> =, 1I<S> =, 11

T
1 2 3
kome odgovara sledeci scenario rada trazenog prepoznavaca:
stek ulazni niz akcija
1. V<S> 11— REPLACE(<S;>), ADVANCE
2.V<S;> 1— REPLACE(<S;>), ADVANCE
3. V<S> — POP, RETAIN
4.V — ACCEPT

Vidimo da prepoznavanju prazne smene u 3. koraku rada prepoznavaca odgovaraju akcije POP,
RETAIN, to jest, sa steka se skida leva strana smene a na stek se potom ne stavlja niSta, s
obzirom da je desna strana smene prazna sekvenca, a ulaz takode ostaje nepromenjen.

Prazna smena <X> — ¢ prepoznaje se u trenutku kada je na vrhu steka simbol <X> koji
odgovara levoj strani smene. Da bismo odredili koji simbol moze u tom trenutku predstavljati
tekudi ulaz, podsetimo se sledeceg principa rada prepoznavaca od vrha ka dnu (vidi Zadatak
3.2.2):

U svakom trenutku rada, u sluc¢aju prihvatljive ulazne sekvence, iz sentencijalne forme koja je
opisana sadrzajem steka (simboli se posmatraju pocev od vrha steka ka dnu) moguce je izvesti
preostali ulazni niz koriste¢i gramatiku na kojoj je prepoznavac¢ zasnovan.

Po ovom principu, u trenutku rada kada je stanje obrade sledece:
stek ulaz
VBR<x> v—]

odnosno kada je <X> na vrhu steka, niz simbola B® ispod njega (sa R je oznacena operacija
obrtanja sekvence, §to znaci da se poslednji simbol u nizu 3 nalazi neposredno iznad markera
dna steka), a v preostali ulaz sekvence uv, vazi da je:

<S> S a<X>B Sy, uv

pri ¢emu je o veé upareno sa u, a <X>f je potrebno upariti sa v:
(04 élm u
<X>B D v

Iz ovoga sledi da se po prepoznavanju prazne smene za <X> nepromenjeni preostali ulaz v
uparuje sa ostatkom steka (3 posle skidanja simbola leve strane smene:

B :*>1mV
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odnosno da tekuci ulazni simbol u trenutku prepoznavanja prazne smene moze biti svaki ulazni
simbol kojim pocinje sekvenca B3, to jest, koji se pojavljuje neposredno iza <X> u bilo kojoj
sentencijalnoj formi izvedenoj iz <S>——| (marker kraja je dodat jer se svaki ulazni niz njime
zavrSava). Ovaj skup naziva se FOLLOW skup posmatranog neterminala <X>, formalno:

FOLLOW(<X>) = {t|te V,Uu{—|} A <S> = a<X>ty}

Skup ulaznih simbola koji mogu predstavljati tekuéi ulaz u trenutku prepoznavanja i-te smene
od strane potisnog automata, naziva se selekcioni skup smene, u oznaci SELECT(i). Za klasu g-
gramatika od interesa su sledeéi slucajevi:

e  ako desna strana i-te smene pocinje terminalom t, vaZzi da je
SELECT() = {t}.

e ako je i-ta smena oblika <X>— g, vazi da je
SELECT(i) = FOLLOW/(<X>).

Klasa g-gramatika obuhvata one i samo one bezkontekstne gramatike kod kojih:
1) desna strana svake smene pocinje terminalom ili je prazna i

2) selekcioni skupovi smena sa istom levom stranom su medusobno disjunktni (njihov presek
je prazan skup).

Drugi uslov obezbeduje da parser u svakom koraku rada jednozna¢no moze da prepozna smenu
za dati neterminal na vrhu steka.

ReSenje

a)

Razmatrana gramatika zadovoljava 1. preduslov za g-gramatike. Selekcioni skupovi razmatrane
gramatike su:

SELECT(1) = {1}
SELECT(2) = {1}
SELECT(3) = FOLLOW(<S;>) = {—| }

pri ¢emu je skup FOLLOW(<S;>) odreden na osnovu zapazanja da se neterminal <S;> moze
pojaviti isklju¢ivo kao krajnje desni simbol bilo koje sentencijalne forme izvedene iz startnog
neterminala <S>. Za ra¢unanje FOLLOW skupova u opStem slucaju videti Zadatak 3.2.5.

S obzirom da su selekcioni skupovi za drugu i treCu smenu disjunktni, data gramatika jeste g-
gramatika.

Sada mozemo da konstruiSemo potisni prepoznava¢ po pravilima iz prethodnog zadatka, uz
dodatno pravilo:

e Ulaz tabele u vrsti oznacenoj nekim neterminalom <X> i koloni ozna¢enoj nekim ulaznim
simbolom y popunjava se sa POP, RETAIN ako postoji smena <X> — g i y pripada
selekcionom skupu te smene.
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U konkretnom slucaju, skup ulaznih simbola je {1}, skup simbola steka: {<S>, V, <S>}, startni
stek je V <S>. Kontrolna tabela parsera prikazana je na Sl. 3.2.5.

=

<S> #1 REJECT #1: REPLACE (<S>), ADVANCE
<S> #2 #3 #2: REPLACE (<S;>), ADVANCE
\% REJECT | ACCEPT #3: POP, RETAIN
SL. 3.2.5

b)

Za dati skup sekvenci {1"0" }, n > 0 moguce je napisati slede¢u gramatiku:
I. <8—>1<S8>0

2. <S&>->¢

Da li je ovo g-gramatika? Prvi uslov (desne strane pocinju terminalom ili su prazne smene) je
ispunjen, a za drugi uslov moramo nac¢i selekcione skupove za prvu i drugu smenu, pa
pocinjemo traze¢i skup FOLLOW(<S>). Iza <S> moze da dode 0 na osnovu smene 1 i —-| na
osnovu definicije FOLLOW skupa:

FOLLOW (<S>) = {0,—] },

pasu
SELECT (1) = {1}

SELECT (2) = FOLLOW (<S>)= {0,—] }

Posto su selekcioni skupovi disjunktni ovo je g-gramatika i moZemo napraviti potisni

prepoznavac (Sl. 3.2.6). Ulazni simboli su {1,0}, simboli steka {<S>,0,V}, a pocetni stek:
V<S>

1 0 —]

<S> REPLACE (0<S>) POP POP
ADVANCE RETAIN RETAIN
POP
0 REJECT ADVANCE REJECT
v REJECT REJECT ACCEPT
SI. 3.2.6

Zadatak 3.2.5

Za sledeu gramatiku sa startnim simbolom <A>:
1. <A> — a<B><C> 5.<B>—>c¢

2. <A>—>b<B> 6.<C>—>b<C>
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3.<A>—>¢ 7.<C>—>c
4.<B>—>a<B>b
a) Odrediti FOLLOW skupove za svaki neterminal.
b) Odrediti SELECT skupove za svaku smenu.
c) Ispitati da li se radi o g-gramatici.

d) Konstruisati potisni automat koji prepoznaje ovu gramatiku od vrha ka dnu.

Analiza problema

U ovom zadatku ilustrova¢emo iterativni metod izracunavanja FOLLOW skupova. Za to je
neophodno odrediti ponistive neterminale u gramatici i FIRST skupove neterminala.

Neterminal <X> je ponistiv ako i samo ako se iz njega moZe izvesti prazna sekvenca:
*
<X>=¢

Sekvenca gramatickih simbola je ponistiva ako i samo ako se sastoji od nula ili vi$e ponistivih
neterminala. Skup ponistivih neterminala P formiramo na slede¢i nacin:

1. U skup P staviti sve neterminale koji se pojavljuju na levoj strani neke prazne smene.

2. Razmatrati redom smene cije se desne strane sastoje isklju¢ivo od neterminala, a leva strana
se ne nalazi u skupu P. Ako se svi neterminali desne strane pojavljuju u skupu P, dodati
levu stranu smene u P.

3. Sve dok postoji promena u skupu P ponavljati korak 2, u suprotnom zavrsiti postupak.

Skup FIRST(<X>) za proizvoljan neterminal <X> predstavlja skup svih terminalnih simbola
kojima moZze poceti sentencijalna forma izvedena iz <X>:

FIRST(<X>)={t|te Viaa e V A<X>="ta}

Za q gramatike FIRST(<X>) rac¢unamo kao uniju pocetnih simbola desnih strana svih smena
koje na levoj strani imaju <X>, a ne radi se o praznim smenama.

Moguce je definisati FIRST skupove sentencijalnih formi: Neka je o = AjAj...AiAi... Ay
proizvoljna sentencijalna forma u kojoj prvih i simbola predstavlja ponistive neterminale. Tada
skup FIRST(a) predstavlja uniju FIRST skupova svih simbola sa levog kraja sekvence
zakljuéno sa prvim koji nije ponistiv:

FIRST(a) = FIRST(A) U FIRST(A;) L... U FIRST(A;) U FIRST(Ai+1)
Ukoliko je simbol A terminal, onda je FIRST(A) = {A}.
FOLLOW skupove ra¢unamo prema slede¢im pravilima:
1. Skup FOLLOW startnog neterminala sadrzi marker kraja ulaza —| .

2. Za odredivanje FOLLOW skupa neterminala <X> posmatramo sve gramaticke smene na
¢ijoj se desnoj strani nalazi <X>. Neka je <Y> — o <X> 3 jedna od tih smena. Tada:

FOLLOW(<X>) o FIRST(p), ako B nije ponistivo, ili
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FOLLOW(<X>) > FIRST(B) U FOLLOW(<Y>), ako je B ponistivo.

U opstem slucaju, na osnovu datih pravila formira se sistem skupovnih jednakosti koji se reSava
iterativno:

1. Inicijalno se usvoji da su svi FOLLOW skupovi prazni.

2. Usvojene vrednosti se uvrste u jednakosti ¢ime se dobijaju nove vrednosti FOLLOW
skupova.

3. Korak 2. ponavlja se sve dok postoji promena bar u jednom skupu. Krajnje vrednosti
predstavljaju kona¢no resenje.

Resenje

a)

Odredimo prvo ponistive neterminale u datoj gramatici. Inicijalno,
P={<A> <B>}

na osnovu 3. i 5. smene. Ovo je ujedno i konacan skup, jer neterminal <C> ne poseduje smene
sa ponistivom desnom stranom.

Na osnovu 1. i 2. smene je:
FIRST(<A>)={a, b}

Na osnovu 4. smene je:
FIRST(<B>)={a}

Konac¢no, na osnovu 6. 1 7. smene:
FIRST(<C>)={b, c}

Odredimo sada FOLLOW skupove neterminala:

e  Startni neterminal ne pojavljuje se na desnim stranama smena, pa je na osnovu pravila 1. :
FOLLOW(<A> = {—| }

e Razmotrimo neterminal <B> koji se pojavljuje na desnim stranama 1., 2. i 4. smene. Na
osnovu prve smene i pravila 2. gde je a = a, f = <C>:

FOLLOW(<B>) o FIRST(<C>)
Na osnovu 2. smene i istog pravila, pri cemu je oo = a, § = ¢, a leva strana smene je <A>:

FOLLOW(<B>) o FIRST(g) W FOLLOW(<A>), odnosno
FOLLOW(<B>) > FOLLOW(<A>)

posto je FIRST(g) = &.
Na osnovu 4. smene i pravila 2. , pri ¢emu je oo =a, f =b:
FOLLOW(<B>) > {b}

jer je FIRST(b) = {b}. S obzirom da nema viSe pojava neterminala <B> u drugim
smenama, vazi da je:
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FOLLOW(<B>) = FIRST(<C>) U FOLLOW(<A>) U {b}
S obzirom da su svi ¢lanovi na desnoj strani poznati mozemo odrediti kona¢nu vrednost:
FOLLOW(<B>) = {b, ¢c,—{ }

e Razmotrimo sada neterminal <C> pojavljuje se u 1. 1 6. smeni, pa na osnovu pravila 2. za
obe smene:

1. FOLLOW(<C>) > FIRST(¢) U FOLLOW(<C>)
2. FOLLOW(<C>) o FIRST(¢) w FOLLOW(<A>)
Izraz 1. ne doprinosi kona¢nom resenju pa ga mozemo ukloniti, ¢ime se dobija:
FOLLOW(<C>) = @ U FOLLOW(<A>) = {—| }
Konacno resenje je, prema tome:
FOLLOW(<A>= {—]}
FOLLOW(<B>) = {b, ¢c,—{ }
FOLLOW(<C>) = {—{ }
b)
Zadatak 3.2.4 definise pravila ra¢unanja selekcionih skupova. Po tim pravilima:
SELECT(1)={a}
SELECT(2)={b}
SELECT(3)=FOLLOW(<A>)={—] }
SELECT(4)={a}
SELECT(5)=FOLLOW(<B>)={ b, c, —l }
SELECT(6)={b}
SELECT(7)={c}
<)
Ovo jeste q gramatika jer ispunjava dva uslova:
1. dasusve smene oblika <A> — t o (t je terminal,a je proizvoljan niz), ili oblika <A> — &;
2. dasmene koje imaju identi¢ne leve strane, imaju disjunktne selekcione skupove.
Provera za smene 1.,2.13.:
SELECT(1) n SELECT(2) = SELECT(1) n SELECT(3) =
= SELECT(2) N SELECT(3)= &
Provera za smene 4.1 5. :
SELECT(4) N SELECT(5)= <

Provera za smene 6.1 7. :
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SELECT(6) N SELECT(7)= @
d)

Startno stanje steka je V<A>. Posmatrajmo desne strane smena: po$to prvi terminal ne ide na
stek, simboli steka su <A>, <B>, <C>, b,V. Kontrolna tabela trazenog automata prikazana je na

SI. 3.2.7.
a b ¢ —|
<A>| REPLACE (<C> <B>) REPLACE (<B>) REJECT POP
ADVANCE ADVANCE RETAIN
<B>| REPLACE (b <B>) POP POP POP
ADVANCE RETAIN RETAIN RETAIN
<C> REJECT REPLACE (<C>)* POP REJECT
ADVANCE ADVANCE
b REJECT POP REJECT REJECT
ADVANCE
v REJECT REJECT REJECT ACCEPT
Sl 3.2.7

" U ulazu tabele (<C>, b) moZe da stoji samo ADVANCE, jer je stanje <C> ve¢ na vrhu steka,
pa akcija REPLACE(<C>) nema efekta.

Zadatak 3.2.6

Sledeci potisni automat konstruisan je primenom metodologije od vrha ka dnu.
a) Pronacdi gramatiku koja je ovde koriséena.

b) Koji ulazi se mogu promeniti u REJECT bez uticaja na jezik koji se prepoznaje?

a b c d —|

<S> #1 #2 #2 #2 #2

<A> #2 #3 #2 #2 #2

<B> #4 #4 #5 #6 #6

\% #4 #4 #4 #4 #7
SL. 3.2.8

Akcije:
#1: REPLACE (<B><A>), ADVANCE
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#2: POP, RETAIN

#3: REPLACE (<B><A><S>), ADVANCE
#4: REJECT

#5: REPLACE (<B>), ADVANCE

#6: POP, ADVANCE

#7: ACCEPT

Resenje
a)

Poznaju¢i nacin konstrukcije potisnog prepoznavaca za q-gramatike (Zadatak 3.2.4) mozemo
utvrditi sledece:

Akciju #1 uzrokuje smena: 1. <S> — a<A><B>

Akciju #2 u vrsti <S > uzrokuje smena: 2.<8>—>¢

Akciju #2 u vrsti <A> uzrokuje smena: 3.<A>—>¢

Akciju #3 uzrokuje smena:. 4. <A> — b<S><A><B>
Akciju #5 uzrokuje smena:. 5.<B>— c<B>

Akciju #6 uzrokuje smena:. 6.<B>—d

b)

Da bismo proverili akcije navedene u kontrolnoj tabeli, treba odrediti selekcione skupove za
gornje smene. Ponistivi neterminali su samo <S> i <A>. Imamo da je:

FIRST(<S>) = {a}
FIRST(<A>) = {b}
FIRST(<B>) = {c, d}
Sada racunamo FOLLOW skupove ponistivih neterminala:

FOLLOW(<S>) = {—} U FIRST(<A><B>)=
= {— } UFIRST(<A>) U FIRST(<B>) =
={b,c,d,—}

FOLLOW(<A>) = FIRST(<B>) = {c, d}

Na kraju dobijamo selekcione skupove smena:

SELECT (1) = {a}

SELECT (2) = FOLLOW(<S>) = { b, ¢, d,—{ }

SELECT (3) = FOLLOW(<A>) = {c,d}

SELECT (4) = {b}

SELECT (5) = {c}

SELECT (6) = {d}
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Mozemo utvrditi da gramatika jeste klase q.

Razmotrimo sada ulaze kontrolne tabele po vrstama:

U vrsti <S> kolona a odnosi se na akcije za prepoznavanje 1. smene (akcije su ispravno
navedene u postavci), a ostale kolone na prepoznavanje 2. smene kao $to je i navedeno u

postavci.

U wvrsti <A> prepoznaju se smene 3. (kolone c i d) 1 smena 4. (kolona b). Preostale kolone

ai ——| treba da sadrze REJECT, a ne akciju #2 kako je navedeno u postavci.

U vrsti <B> prepoznaju se smene 5. (kolona c) i smena 6. (kolona d). Prema tome, kolona
——| treba da sadrzi REJECT a ne akciju #6.

Ispravljena kontrolna tabela prikazana je na SI. 3.2.9..

a b c d —|
<S> #1 #2 #2 #2 #2
<A> #4 #3 #2 #2 #4
<B> #4 #4 #5 #6 #4
\Y% #4 #4 #4 #4 #7
SL. 3.2.9
Zadatak 3.2.7

Za sledecu gramatiku sa startnim simbolom <S>, prona¢i FOLLOW skupove svih neterminala;
prona¢i SELECT skupove svih produkcija i odgovoriti na pitanje da li se radi o LL(1)
gramatici.

1.

2
3
4.
5
6

<S> 5 a<A><B>b <C> <D>

<S>-¢

<A> 5> <A><S>d

<A> > ¢

<B> — <S> <A>¢

<B> — e <C>

Analiza problema

10.
11.
12.

<B>—>c¢

<C>-o<S>f

<C>—><C>g

<C>—>¢

<D>—>¢

<D> — a<B><D>

Bezkontekstna gramatika pripada klasi LL(1) ako i samo ako smene te gramatike sa istom
levom stranom imaju disjunktne selekcione skupove.
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Moze se zapaziti da klasa LL(1) predstavlja nadskup klase q gramatika jer je uklonjen
preduslov da neprazne smene moraju pocinjati neterminalom. Iz tog razloga selekcioni skupovi
za LL(1) gramatike defini$u se na nesto generalniji nacin nego u slu¢aju q gramatika:

Za proizvoljnu produkciju <A> — a, vazi da je
SELECT(<A> — a)) = FIRST(a), ako o nije ponistiva sekvenca, ili
SELECT(<A> — a) = FIRST(at) W FOLLOW(<A>), u suprotnom.

U resenju ovog zadatka bice ilustrovan relacioni metod odredivanja selekcionih skupova smena,
koji obuhvata sledece aktivnosti:

1. Pronalazenje ponistivih neterminala i smena.
Konstrukcija relacije BEGINS_DIRECTLY_WITH.
Konstrukcija relacije BEGINS_WITH.

Odredivanje FIRST skupova za svaki neterminal.

Odredivanje FIRST skupova za svaku smenu.

2
3
4
5
6. Konstrukcija relacije IS FOLLOWED_DIRECTLY_BY.
7. Konstrukcija relacije IS DIRECT _END_OF.

8. Konstrukcija relacije IS END_OF.

9. Konstrukcija relacije IS FOLLOWED_BY.

10. Progirivanje domena relacije IS_ FOLLOWED_BY uklju¢ivanjem markera kraja ulaza —| .
11. Odredivanje FOLLOW skupova za sve ponistive neterminale.

12. Odredivanje selekcionih skupova smena.

U nastavku ¢e detaljnije biti opisani pojedini koraci.

ReSenje

Algoritam:

1. Pronalazenje ponistivih neterminala i smena (videti Zadatak 3.2.5).
Ponistivi neterminali: <S>, <A>, <B>, <C>, <D>
Ponistive smene: 2, 4, 7, 10, 12

2. Konstrukcija relacije BEGINS DIRECTLY_ WITH.

Za proizvoljne gramaticke simbole A i B vazi:
A BEGINS DIRECTLY_WITH B
ako i samo ako postoji smena oblika A — o B B i sekvenca a je ponistiva.

Ova relacija odreduje se sistematskim razmatranjem pocetaka smena. Na primer, iz trece
smene vidi se da:
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<A>BEGINS DIRECTLY_ WITH <A>,
<A>BEGINS DIRECTLY_ WITH <S> i
<A>BEGINS DIRECTLY WITHd
jer su neterminali <A> i <S> poniStivi.
Za datu gramatiku ova relacija prikazana je na Sl. 3.2.10 jedinicama. Na primer, jedinica u

vrsti <S> i koloni a oznacava da vazi <S> BEGINS DIRECTLY_ WITH a, dok na primer
ne vazi <S> BEGINS DIRECTLY_ WITH b jer je odgovarajuci ulaz matrice nepopunjen.

<S> <A> <B> <C> <D> a b ¢ d e f g

<S> # 1
<A>| 1 1

#
<B>| 1 1 # # #0# 11
<C> 1 1 #

<D> # 1

g #

SI. 3.2.10: Relacije BEGINS_DIRECTLY_ WITH (1) i BEGINS_WITH (1,#)

3. Konstrukcija relacije BEGINS WITH.
Za proizvoljne gramaticke simbole A i B vazi:
A BEGINS_WITH B

ako i samo ako A = B. Ova relacija dobija se refleksivno-tranzitivnim zatvaranjem relacije
BEGINS DIRECTLY WITH primenom Warshall-ovog algoritma. Relacija je
predstavljena kvadratnom matricom dimenzije n:

for (j :==1ton)
for (i:=1ton)
for (k :=1ton)
ifafi,j]=1and a[j,k] =1
then a[ik] :=1;
end if}
end for;
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end for;
end for;

Na Sl. 3.2.10 ova relacija prikazana je upotrebom simbola 1 i # (ovi poslednji su dodati
zatvaranjem).

Odredivanje FIRST skupova za svaki neterminal na osnovu relacije BEGINS WITH po
sledecoj formuli:

FIRST(<X>)={ t | t € V, A <X>BEGINS_WITH t }

U konkretnom slucaju:
FIRST(<S>) = {a} FIRST(<B>) = {a,c,d,e} FIRST(<D>) = {a}
FIRST(<A>) = {a,d} FIRST(<C>) = {a,f,g}

Odredivanje FIRST skupova za svaku smenu (videti Zadatak 3.2.5).

Na primer, FIRST(3) = FIRST(<A>) U FIRST(<S>) U {d} jer su <A> i <S> ponistivi.

FIRST(1) = {a} FIRST(5) = {a,d,c} FIRST(9) = {a,f,g}
FIRST(2) = @ FIRST(6) = {e} FIRST(10) = @
FIRST(3) = {a,d} FIRST(7) = @ FIRST(11) = {a}
FIRST(4) = @ FIRST(8) = {a,f} FIRST(12) = @

Konstrukcija relacije IS FOLLOWED DIRECTLY_BY.
Za proizvoljne gramaticke simbole A i B vazi:
AIS FOLLOWED_ DIRECTLY_BY B

ako 1 samo ako postoji smena oblika D — o A B B y i sekvenca [ je ponistiva. Ova relacija
odreduje se sistematskim razmatranjem svaka dva simbola sa desne strane iste smene za
svaku smenu. Za datu gramatiku relacija IS FOLLOWED_ DIRECLTY_BY prikazana je
na Sl. 3.2.11.

<§> <A> <B> <C> <D> a b ¢ d e f g

<S> 1 1 1 1

<A> 1 1 11 1

<B> 1 1

<C> 1 1

<D>
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SI. 3.2.11: Relacija IS_ FOLLOWED DIRECTLY BY

7. Konstrukcija relacije IS DIRECT_END_OF.

Za proizvoljne gramaticke simbole A i B vazi:

AIS_DIRECT END OF B

ako i samo ako postoji smena oblika B —a A B i sekvenca B je ponistiva. Ova relacija
odreduje se sistematskim razmatranjem zavrSetaka smena. Na primer, iz prve smene sledi:

<D>1S_DIRECT END_OF <S>
<C>1S_DIRECT END OF <S>
bIS_DIRECT END_OF <S>

jer su neterminali <C> i <D> ponistivi. Relacija je prikazana na Sl. 3.2.12.

<S> <A> <B> <C> <D>

g

<S> #
<A> #
<B>| # # 1
<C> 1 1 # #
<D> 1 1

a # 1

b 1

c # 1 #

d 1

e # 1 #

f # # 1 #

g # # 1 # #

SI 3.2.12: Relacije IS DIRECT_END_OF (samo 1) i IS _END_OF (11 #)

8. Konstrukcija relacije IS END_OF.
Za proizvoljne gramaticke simbole A i B vazi:
AIS DIRECT END OF B

ako i samo ako B = a A.
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Ova relacija predstavlja refleksivno-tranzitivno zatvaranje relacije IS DIRECT _END_OF i
za datu gramatiku prikazana je na Sl. 3.2.12.

Konstrukcija relacije IS FOLLOWED_BY.
Za proizvoljne gramaticke simbole A i B vazi:
AIS FOLLOWED BY B
ako i samo ako <S> => a. A B P, gde je <S> startni neterminal.
Ova relacija se izraCunava kao relacioni proizvod:

IS_ FOLLOWED BY =IS_END OF * IS FOLLOWED DIRECTLY BY *
* BEGINS_WITH

Na primer, za datu gramatiku vazi:
<C>IS_END_OF <B>
<B>1IS FOLLOWED_DIRECTLY_BY <D>
<D>BEGINS_WITH a

iz Cega sledi:
<C>1S_FOLLOWED BY a
Relacija IS FOLLOWED_BY data je na Sl. 3.2.13. (bez poslednje kolone).
<S> <A> <B> <C> <D> a b ¢ d e f g —|

<S> 1 1 1 11 1 1

<A>| 1 1 1 1111 1

<B>| 1 1 1 I +1:1:1 1 1

<C> 1 1 1 I i1:1:1 1 1 1

<D>1] 1 1 1 11 1 1
a 1 1 1 1 I i1:1:1 11 1
b 1 1 1 1 1 11 1 1
c 1 1 1 I +1:1:1 1 1 1
d 1 1 1 I i1:1;1 1
e 1 1 1 1 1.1 1 1 1 1
f 1 1 1 I i1:1:1 1 1 1
g 1 1 1 1 111 1 1 1

SI. 3.2.13: Relacija IS FOLLOWED BY prosirena markerom —|
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10. Progirivanje domena relacije IS FOLLOWED_BY uklju¢ivanjem markera kraja ulaza — .

Za proizvoljan gramaticki simbol A vazi:
A IS_FOLLOWED_BY —

ako i samo ako vazi:
A IS _END_OF <S>

gde je <S> startni neterminal.

Relaciji IS_ FOLLOWED_BY dodaje se kolona za marker kraja ulaza — u koji se upisuje
kolona <S> iz relacije IS END_OF odnosno svi simboli koji mogu da zavrSavaju <S>. Za
datu gramatiku ova relacija prikazana je na Sl. 3.2.13.

11. Odredivanje FOLLOW skupova za sve ponistive neterminale.
FOLLOW(<X>) = {t | te Via<X> IS FOLLOWED BY t}
Za datu gramatiku:
FOLLOW(<S>) = {a, ¢, d, f, —| }
FOLLOW(<A>)={a, b, c,d, e}
FOLLOW(<B>) = {a, b, ¢, d, f, — }
FOLLOW(<C>) = {a,b, ¢, d, f, g, — }
FOLLOW(<D>) = {a, ¢, d, f, | }
12. Odredivanje selekcionih skupova na nacin opisan u analizi problema.
SELECT(1) = {a}
SELECT(2) = {a, ¢, d, f,— }
SELECT(3) = {a, d}
SELECT(4) ={a, b, c,d, e}
SELECT(5) = {a, d, ¢}
SELECT(6) = {e}
SELECT(7)={a,b,c,d, f,—}
SELECT(8) = {a, f}
SELECT(9) = {a, f, g}
SELECT(10) = {a, b, ¢, d, f, g, — }
SELECT(11) = {a}
SELECT(12) = {a, ¢, d, f, - }

Gramatika nije LL(1), jer, na primer, selekcioni skupovi 1. i 2. smene nisu disjunktni.
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Zadatak 3.2.8

a) Napisati LL(1) gramatiku na osnovu koje je konstruisan potisni automat sa Sl. 3.2.14.

a b c —|
REPLACE REPLACE POP REPLACE
<S> (<B>a<A>) (<B>a<A>) ADVANCE (<B>a<A>)
RETAIN RETAIN RETAIN
REPLACE
<A> REPTO:IN (s5>c<B>) REPTO:IN REPTOzle
RETAIN
REJECT | REPLACE(<A>)
<B> ADVANCE REJECT REJECT
POP
a ADVANCE REJECT REJECT REJECT
POP
¢ REJECT REJECT ADVANCE REJECT
v REJECT REJECT REJECT ACCEPT
SL 3.2.14

b) Na osnovu gramatike nadene pod a) odgovoriti na pitanje: koje ulaze u tabeli datog automata
je moguce promeniti u REJECT a da se pri tome ne promeni jezik koji automat prepoznaje?

ReSenje
a)

1. <S>>»<A>a<B> naosnovu (<S>, a), (<S>, b)i (<S>, —| )

2. <S>->c na osnovu (<S>, ¢)

3. <A>—>e¢ na osnovu (<A>, a), (<A>, ¢), (<A>, —| )
4. <A>—><B>c <S> naosnovu(<A>,b)

5. <B>->b<A> na osnovu (<B>, b)

b)

FIRST (<S>) = {c, a, b}
FIRST (<A>) = {b}
FIRST (<B>) = {b}

FOLLOW (<S$>) =a,¢,—|}
FOLLOW (<A>) = {a, ¢, }
FOLLOW (<B>) = {¢, —| }
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SELECT(1)={b, a} SELECT(2)={c} SELECT(3)={a, ¢, -}
SELECT(4)={b} SELECT(5)={b}
Gramatika jeste LL(1) jer su selekcioni skupovi smena sa istom levom stranom disjunktni.

U vrsti <S>, u skladu sa skupovima SELECT(1) i SELECT(2), akcijama za uparivanje 1. i 2.
smene, ispravno su popunjeni ulazi:

(<S>,b)1(<S>,a)i (<S>, ¢)

U vrsti <A>, u skladu sa skupovima SELECT(3) i SELECT(4), akcijama za uparivanje 3. i 4.
smene, ispravno su popunjeni ulazi:

(<A>,a)i(<A>, b)i(<A>, ¢)i(<A> —])

U wvrsti <B>, u skladu sa skupom SELECT(5), akcijama za uparivanje 5. smene, ispravno su
popunjeni ulazi:

(<B>,b)i(a,a)i(c,c)i (V,—|)

U tabeli je popunjen i ulaz (<S>, —|) akcijama REPLACE (<B> a <A>), RETAIN. Ove akcije
mozemo da zamenimo akcijom REJECT jer se marker kraja ulaza ne pojavljuje u selekcionim
skupovima smena koje imaju <S> na levoj strani.

Zadatak 3.2.9

a) Eliminisati mrtve i nedostizne neterminale iz date gramatike sa startnim simbolom <A>.
b) Iz gramatike dobijene pod a) eliminisati levu rekurziju.
¢) Izvrsiti levu faktorizaciju u gramatici dobijenoj pod b).

¢) IzraCunati selekcione skupove smena gramatike dobijene pod c). Da li se radi o LL(1)
gramatici?

1.<A> - <A>c<B> 7.<C> - <C>c<E>
2.<A>—><C>cb 8. <D> — <D>a <B>
3.<A> > c<D> 9.<D> — <B>b <B>
4. <A> > <D> 10. <D> — <B>
5.<B>—>b<B> 11.<E>—>ab
6.<B>—>d

ReSenje

a)

Prvo se elimini§u mrtvi neterminali. Odredujemo skup Zivih neterminala Z. Inicijalno, skup Z
ukljucuje one neterminale koji se pojavljuju na levim stranama smena na ¢ijim desnim stranama
se pojavljuju isklju¢ivo terminali:

7= {<B>, <E>}
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Zatim u skup Z dodajemo sve one neterminale koji se pojavljuju na levim stranama smena na
¢ijim desnim stranama se pojavljuju samo terminali i oni neterminali koji se ve¢ nalaze u skupu
Z. Ovaj postupak se iterativno ponavlja sve dok postoji promena skupa Z.

7= {<B>, <E>, <D>}
7= {<B>, <E>, <D>, <A>}
7 = {<B>, <E>, <D>, <A>}

Po zavrietku formiranja skupa Z svi preostali neterminali koji se ne pojavljuju u Z pripadaju
skupu mrtvih neterminala M.

M = {<C>}
Izbacujemo smene 2. i 7. u kojima se pojavljuje neterminal <C>. Gramatika sada glasi:
1. <A> > <A>c <B> 8. <D>— <D>a <B>
3.<A>—>c<D> 9.<D>— <B>b <B>
4. <A> —> <D> 10. <D> — <B>
5.<B>— b<B> 11.<E>—>ab
6.<B>—>d

Zatim se elimini$u nedostizni neterminali. U tom cilju formirano skup dostiznih neterminala D
koji se inicijalno sastoji od startnog neterminala.

D = {<A>}

Zatim u skup D dodajemo sve neterminale koji se pojavljuju na desnim stranama smena na ¢ijim
se levim stranama pojavljuju neterminali iz <D>. Postupak se iterativno ponavlja sve dok
postoji promena skupa D.

D = {<A>, <B>, <D>}
D = {<A>, <B>, <D>}

Kada je skup D formiran, preostali neterminali koji se ne pojavljuju u D pripadaju skupu
nedostiznih neterminala ND.

ND = {<E>}

Iz gramatike izbacujemo smenu 9. u kojoj se pojavljuje neterminal <E>. Gramatika glasi:

1. <A> — <A>c <B> 6.<B>—>d
3. <A> > c<D> 8. <D> — <D> a <B>
4. <A> — <D> 9. <D> — <B>b <B>

5. <B>— b<B> 10. <D> —» <B>
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b)

Analiza problema

Leva rekurzija se iz gramatike eliminiSe sistematicnom primenom sledeceg pravila

transformacije smena:

<X> - <X>
<X> - <X>o,
<X> - By

<X> - Bn

Resenje

<X> - B <X'>
<X> - B, <X">
<X'> > a; <X'>
<X'>—> oy <X'>
<X'>—>¢

U datoj gramatici neterminali <A> i <D> su levo rekurzivni. Primenjujemo navedeno pravilo na
smene za <A>, pri emujem=1in=2, oy = c<B>, ; = c<D>, B, = <D>.

1. <A> —> <A>c <B>
3. <A> — c<D>

4. <A> — <D>

1. <A> — ¢ <D> <A'>
2. <A> — <D><A'>
3. <A'> > c<B><A'>

4' <A'>—>¢

Primenjujemo pravilo na smene za <D>, pri ¢emu je m = 11in=2, o; = a<B>, §; = <B>b<B>,
B, =<B>:

8. <D> — <D> a <B>
9. <D> — <B> b <B>

10. <D> — <B>

7'.<D> — <B>b <B> <D'>
8. <D> — <B><D'>
9'.<D'>—> a<B><D'>

10". <D'> > ¢

Bitno je napomenuti da u ovoj gramatici nije bilo indirektnih rekurzija, jer <B> uvek pocinje
terminalom, a <D> nigde na svojoj desnoj strani nema pozivanje na <A>, pa je zbog toga

indirektna rekurzija nemoguca.

Gramatika sada ima oblik:

1!
2!

4!

. <A> > c<D><A'>
. <A> > <D><A'>

3.

<A'> > c<B><A'>

<A'> > ¢

5

<B> —> b <B>

6'.<B>—>d

7'. <D>— <B>b <B> <D">
8. <D> — <B><D'>
9'.<D'> — a <B><D">

10". <D'> > ¢



202 3. Sintaksna analiza od vrha ka dnu

<)

Analiza problema

Pravilo leve faktorizacije glasi:

<S>—->af <S> —> a <S>
<S>->ay - <S§>-B
<S> -y

Resenje
Primenom ovog pravila na smene 7'. 1 8'., pri cemu je o. =
7'.<D>—><B>b<B><D'> —» 7".<D>—><B><D"">
8'. <D> — <B><D'> 8".<D""> —> b <B><D">
9" <D"> — <D'>

Na kraju ¢e gramatika imati slede¢i oblik:

1". <A> - c <D> <A"> 7". <D>— <B><D'">
2" <A> — <D> <A'> 8". <D">—> b <B><D">
3" . <A'>—> c<B><A"> 9". <D">— <D'>

4" <A'>—>¢ 10". <D'> — a<B><D">
5".<B>—b<B> 11".<D'>—> ¢
6".<B>—d

d)

SELECT (1") = {c}

SELECT (2") = FIRST (<D>) = FIRST (<B>) = {b, d}

SELECT (3") = {c}

SELECT (4") = FOLLOW (<A’>) = FOLLOW (<A>) = {—| }

SELECT (5") = {b}

SELECT (6') = {d}

SELECT (7") = FIRST (<B>) = {b, d}

SELECT (8") = {b}

SELECT (9") = FIRST (<D'>) U FOLLOW (<D"">) = {a} U FOLLOW (<D>)
= {a} UFIRST (<A’>) U FOLLOW (<A>)
=f{a} U {c}u{—}
={a,c,—}
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SELECT (10") = {a}
SELECT (11"") = FOLLOW (<D'>) = FOLLOW (<D"’>) = FOLLOW(<D>)
=FIRST (<A’>) U FOLLOW (<A>)

={c,—}

Ova gramatika jeste LL (1) tipa jer su selekcioni skupovi disjunktni.

Zadatak 3.2.10

Konstruisati parser na principu rekurzivnog spusta koji odgovara prepoznavacu aritmetickog
izraza pomocu slede¢ih produkcija.
1. <B>—<T><E list> <T List> — * <P><T List>
<E_List> — + <T><E_List> <T_list> > ¢

<P>—)(<E>)

® N oo »

2
3. <E list>—> ¢
4

<T>— <P><T list> <P>->1

Analiza problema

Realizaciju parsera u viSem programskom jeziku moZemo sprovesti tako da umesto potisnog
automata koji isklju¢ivo radi sa sadrzajem steka i ulaza, napiSemo program koga Cini skup
uzajamno rekurzivnih potprograma. U tom slucaju ulogu steka potisnog automata preuzima
izvr$ni stek programa. Ovo reSenje pogodno je u slucaju gramatika sa manjim brojem smena i
neterminala.

Resenje

Programsko reSenje €ini glavni program i niz uzajamno rekurzivnih potprograma. Za svaki
neterminal gramatike obezbeduje se jedan potprogram (u konkretnom slucaju imacemo
potprograme PROCE, PROCE_LIST, PROCT, PROCT_LIST i PROCP).

Potprogram za odredeni neterminal ima ulogu da prepozna primenu neke od smena sa datim
neterminalom na levoj strani i upari neterminal sa ulazom u skladu sa prepoznatom smenom. U
priloZzenom pseudoprogramu globalna promenljiva IN predstavlja tekuéi ulazni znak. U
potprogramu PROCP, koriS¢enjem CASE konstrukcije, prepoznaje se, na primer, smena 7 u
slucaju da je tekuci ulazni znak (. Ovo je naravno uslovljeno selekcionim skupom 7. smene.
Slede¢i fragment koda odgovara tom slucaju, odnosno uparivanju desne strane smene
<P> — (<E>) sa teku¢im ulazom:

P7:  IN=NEXTCHAR();

call PROCE;
if (IN=°)")
then IN =NEXTCHAR();

return;
else REJECT;
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end if

U ovom fragmentu, sa ulaza se Cita slede¢i znak pozivom funkcije NEXTCHAR() i smesta u IN
(time je uparena i sa ulaza sklonjena otvorena zagrada), zatim se pozivom PROCE ostvaruje
uparivanje neterminala <E> sa delom preostalog ulaza i potom se ispituje da li je posle ovoga
uparivanja tekuci znak ‘)’, ukoliko jeste ovaj znak se sklanja sa ulaza. Time je cela desna strana
7. smene uparena sa ulazom.

Glavni program inicijalizuje promenljivu IN da sadrzi prvi ulazni znak. Zatim, pozivom
potprograma PROCE, inicira uparivanje ulazne sekvence sa startni neterminalom. Po povratku
iz potprograma PROCE u glavnom programu ispituje se da li je procesiran ceo ulaz $to
oznacava da se ulazna sekvenca prihvata. U suprotnom, ako tekuci znak nije marker kraja,
sekvenca se odbija.

Glavni program:
IN =NEXTCHARC();
call PROCE;
if IN=‘—")
then ACCEPT;
else REJECT;

end if;
end;
procedure PROCE:
case IN of
I, ‘(C: goto P1;
“+, <% ¢y, REJECT;
end case;

P1: call PROCT;
call PROCE_LIST,;
return;
end procedure;

procedure PROCP:
case IN of
‘I : goto P§;
‘CC :gotoP7;
4,0y, ‘—| ’: REJECT;
end case;
P8: IN=NEXTCHAR();
return;
P7: IN =NEXTCHAR();
call PROCE;
if (IN="°)")
then IN=NEXTCHAR();
return;
else REJECT;
end if}

P4 :

P2:

P3:

P5:

Pé6:

procedure PROCT:
case IN of
T, °(’: goto P4;
“+, % ¢y, “— > REJECT;
end case;
call PROCP;
call PROCT _LIST,;
return;
end procedure;

procedure PROCE_LIST:
case IN of
‘+’ 1 goto P2;
Y, ‘—| > : goto P3;
T, °C, “** :REJECT;
end case;
IN = NEXTCHAR();
call PROCT;
call PROCE_LIST;
return;;
return;
end procedure;

procedure PROCT _LIST:

case IN of
¥ . goto P5;
“4+,°), ‘—| > 1 goto P6;
‘T, °C :REJECT;

end case;

IN =NEXTCHAR();

call PROCP;

call PROCT _LIST;

return;

return;
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end procedure;

end procedure;

Zadatak 3.2.11

a) Kojoj gramatici odgovara sledeéi rekurzivni prepoznavaé napisan na pseudojeziku:

glavni program:
INP = prvi ulazni simbol
call PROCS;
if INP<>‘—{")
then REJECT;
else ACCEPT;
end if}
end;

procedure PROCS:
case INP of
‘a’, ‘c’, ‘d’: {call PROCA,;
if INP <> ‘a’)

then REJECT
else call ADVANCE;
call PROCA;
end if}
}
‘b’ call ADVANCE;
] REJECT;
end case;
return;

end procedure;

procedure PROCA:
case INP of
‘c’: { call PROCA;
if (INP <> ‘¢”)
then REJECT
else ADVANCE;
end if;
H
‘d’ : call ADVANCE;
‘a’, ‘—| > /* niSta */;
‘b’: REJECT;
end case;
return;
end procedure;

procedure ADVANCE:
INP = slede¢i ulazni simbol,
return;

end procedure;

b) Nalazenjem SELECT skupova odgovoriti na pitanje da li je gramatika iz tacke a) tipa LL(1).

ReSenje

U rekurzivnom prepoznavacu svakom neterminalu u gramatici odgovara jedna procedura. U
konkretnom slucaju gramatika ima dva neterminala <S> i <A> pri Cemu je <S> startni
neterminal s obzirom da se odgovaraju¢a procedura PROCS poziva iz glavnog programa.
Analizom procedure PROCS nalazimo smene koje imaju <S> na levoj strani:

e  Programski fragment:

case INP of
‘a’, ‘c’, ‘d’: {call PROCA;
if INP <> ‘a’)
then REJECT
else call ADVANCE;
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call PROCA;
end if}
}

odgovara smeni <S> — <A>a <A>
e  Programski fragment:
‘b’: call ADVANCE;
odgovara smeni <S> — b

Ovo su jedine smene koje odgovaraju neterminalu <S>. Analizom PROCA utvrdujemo smene
za <A>:

e  Programski fragment:

case INP of
‘¢’ {call PROCA,;
if INP <> ‘¢”)
then REJECT
else ADVANCE;
end if;
}

odgovara smeni <A> — <A>c¢
e  Programski fragment:
‘d’:  call ADVANCE;
odgovara smeni <A>—d
e  Programski fragment
‘a’, ‘—{’: /* nista */;
odgovara smeni <A> — ¢
Prema tome, gramatika na osnovu koje je napravljen program ima sledeci izgled:

1. <S> -5 <A>a<A>

2. <8>->b
3. <A>—><A>c
4. <A>—>d
5. <A>—>¢

b)

Neterminal <A> je ponistiv, a neterminal <S> nije, tako da imamo:
FIRST(<A>) = FIRST(<A>) U {c} U {d} = {c, d}
FIRST(<S>) = FIRST(<A>) U {a} U {b} = {a, b, c, d}
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FOLLOW(<S>) = {—{ }
FOLLOW(<A>) = {a} U FOLLOW(<S>) U {c} = {a, c, —| }
Sada se mogu odrediti selekcioni skupovi smena:
SELECT(1) = FIRST(<A> a <A>) = FIRST(<A>) U {a} = {a, c, d}
SELECT(2) = {b}
SELECT(3) = FIRST(<A> ¢) = FIRST(<A>) U {c} = {c, d}
SELECT(4)= {d}
SELECT(5) = FOLLOW(<A>) = {a, ¢c,—| }

Vidimo da selekcioni skupovi 3., 4, 1 5. smene nisu disjunktni ($to se moglo ocekivati s obzirom
da smena 3. poseduje direktnu levu rekurziju), pa gramatika nije LL(1). Samim tim, ni zadati
rekurzivni prepoznavac ne radi ispravno, odnosno, moze da ude u beskonaénu rekurziju ako je ¢
tekuéi ulazni simbol u trenutku izvr§avanja PROCA.

Zadatak 3.2.12

Navesti primere gramatika pogodnih za procesiranje od vrha ka dnu, za opis lista entiteta u
slede¢im varijantama:

e lista od nula ili viSe elemenata

e lista od jednog ili viSe elemenata

u kombinaciji sa slede¢im varijantama:

e nema posebnog separatora entiteta

e  separator je zarez.

Analiza problema

Mnogi programski jezici sadrze konstrukcije koje ukljucuju liste entiteta, poput promenljivih,
parametara, dimenzija i izraza. Ove konstrukcije se pojavljuju toliko Cesto da projektant koji
pozeli da opise jezik LL(1) gramatikom obi¢no mora da uklju¢i pogodne smene za generisanje
listi.

ReSenje

Pet LL(1) gramatika za liste na S1. 3.2.15. mogu da posluze kao osnova pri projektovanju smena
za generisanje listi.

Gramatika I opisuje liste od jednog ili viSe simbola a. Neterminal <L> generiSe samu listu, a
<R> se moze posmatrati kao onaj koji generiSe ostatak liste posle pocetnog a.

Gramatika IT opisuje liste od jednog ili viSe simbola a, koji su razdvojeni zarezima.
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Gramatika III opisuje liste od nula ili vise simbola a. Gramatika III' je alternativna gramatika za
ovaj jezik. Gramatika III' je jednostavnija ali ponekad nepogodna za svrhe translacije.

Gramatika IV sluzi za generisanje liste od nula ili viSe simbola a razdvojenih zarezima. Ovu
gramatiku moZemo da posmatramo kao glavni prototip, poSto gramatika bez punktuacije (poput
IIT) moze da se dobije iz IV brisanjem zareza; gramatika koja zabranjuje listu nulte duzine (kao
IT) se dobija brisanjem prazne smene za <L>; gramatika I se dobija obavljanjem obe izmene.

Punktuacija
Bez punktuacije zarezom
Prazna lista nije L. 11.
dozvoljena <> - a<R> <[> - a<R>
<R> — a<R> <R>—,a<R>
<R>—>¢ <R>—>¢
I11. V.
Prazna lista je <L>—e <L>—e
dozvoljena <L>—>a<R> <L>—>a<R>
<R>—> a<R> <R>—>,a<R>
<R> > ¢ <R>—>¢
ili
I1T'.
<L>->¢
<L>—> a<L>

Sl 3.2.15

Diskusija

U svakoj gramatici "ostatak" liste stvoren od <R> je lista od nula ili vi§e elemenata. U gramatici
I, na primer, <R> generise listu od nula ili vise deSavanja simbola a. U svakoj gramatici smene
za <R> su inspirisane gramatikom III' koja daje najjednostavniji nacin da se generiSe lista od
nula ili viSe elemenata. Tako je, u izvesnom smislu, gramatika III' osnovna gramatika listi, a
ostale su tek neSto viSe razmatrane gramatike koje sadrzavaju liste od nula ili vise elemenata. S
te tacke gledista, gramatika II je opisana kao ona koja generiSe a kome sledi lista sa nula ili vise
simbola a.
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3.3. Programski primeri

Zadatak 3.3.1

Realizovati program koji racuna ponistive neterminale, FIRST i FOLLOW skupove neterminala
za zadatu proizvoljnu bezkontekstnu gramatiku. Gramatika se zadaje u tekstualnoj datoteci.
Svaki red odgovara po jednoj smeni. Svako slovo odgovara jednom gramatickom simbolu
(neterminalima velika slova, terminalima mala). Prvo slovo u redu odgovara simbolu leve strane
smene, zatim ide razmak pa niz simbola desne strane smene; na primer, smena
<X> — <Y><Z>vw se zadaje sa

X Yvw

1z prakti¢nih razloga moze se uzeti da duzina desnih strana smena ne prelazi dvadeset simbola.

Resenje

Prilozeni program za ulaz na Sl. 3.3.1(a) koji predstavlja ranije koris¢enu gramatiku (Zadatak
3.2.7) daje izlaz na Sl. 3.3.1(b), gde je sa ! oznacen marker kraja ulaza.

S aABbCD NULLABLE: SABCD

S
FIRST(S)={a}

2 Asd FIRST(A)={ad}

B Sac FIRST(B)={adce}

B oC FIRST(C)={afg}

B FIRST(D)={a}

Csf FOLLOW(S)={!dacf}

CCg FOLLOW(A)={adceb}

C FOLLOW(B)={ba!dcf}

D aBD FOLLOW(C)={a!bgdcf}

D FOLLOW(D)={!dacf}
(a) (b)

S1.3.3.1

U programu koji sledi, leve strane gramatickih smena pamte se u znakovnom vektoru LHSJ[], a
desne strane u vektoru znakovnih nizova RHS[]. Vektor NULLABLE[], za proizvoljan
neterminal X ¢uva informaciju da li je X ponistiv, ukoliko je NULLABLE[‘X’] jednako 1, ili
nije ponistiv, ukoliko je NULLABLE[‘X’] jednako 0. Za pam¢enje FIRST i FOLLOW skupova
neterminala koriste se istoimeni vektori znakovnih nizova. Za neterminal X, element vektora
FIRST[‘X’] ¢uva u obliku znakovnog niza skup FIRST(X), slicno tome pamte se i FOLLOW
skupovi.

Gramatika se Cita sa standardnog ulaza procedurom read grammar(), zatim se odreduju i na
izlazu ispisuju ponistivi neterminali procedurama calc_nullable() i print_nullable(). Prcedurom
calc_first() izratunavaju se FIRST skupovi iterativnim metodom skupovnih jednakosti (Zadatak
3.2.5), koji se zatim ispisuju procedurom print_first(). Procedurom calc_follow() izraCunavaju
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se FOLLOW skupovi (Zadatak 3.2.5) pa zatim ispisuju procedurom print_follow(). Procedure
calc_first() i calc_follow() koriste pomoénu funkciju AddSet(dest, src) koja u odredi$ni skup
dest dodaje sve elemente izvorisnog skupa src, vracajuci kao rezultat 1 ukoliko je doslo do
promene odredisnog skupa, a 0 ako je odredisni skup neizmenjen.

#include <stdio.h>
#include <string.h>

#define MAX_PROD 100
#define MAX_RHS 20

char LHS[MAX PROD]J;

char RHS[MAX PROD][MAX RHS];
int NULLABLE[128];

char *FIRST[128][27];

char *FOLLOW/[128][27];

int num_prod,

void read_grammar(void){
char line[80];
num_prod=0;
while ( gets(line) != NULL ){
LHS[num_prod] = line[0];
strepy( RHS[num_prod++], ( (strlen(line)>1)?line+2:""));
}
}

void calc_nullable(void){
int i;
int change;
for (1=0;1<128;i++)
NULLABLE]Ji] = 0;
do{
change = 0;
for (1=0;i<num_prod; i++)
if (NULLABLE[LHSTi]]){
int j;
int null_rhs = 1;
for (j = 0;j <strlen( RHS[i] ); j++)
if (!NULLABLE[RHSJi][j1])
null_rhs = 0;
if (null_rhs){
NULLABLE[LHS[i]] = 1;
change = 1;

}

}
} while ( change );
}
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void print_nullable(void){
int i;
int printed[128];
for (1=0;1<128; i++)
printed[i] = 0;
printf("\n\aNULLABLE:");
for (1=0; i <num_prod; i++)
if (NULLABLE[LHSJi]] && !printed[LHS[i]] ){
printf(" %c", LHS[i]);
printed[ LHS[i]] = 1;

}
printf("\n\n");

int AddSet( const char *dest, const char *src ){
int i;
int change = 0;
for (1= 0; i < strlen(src); i++)
if ( strchr( dest, sre[i] ) == NULL ){
strncat( dest, src +1, 1);
change = 1;
H

return change;

}

void calc_first(void){
int i,j;
int change;
for(i="A"i<="Z;i++)
FIRSTIi][0] ="0";
for (i="a"ji<="z7;i++){
FIRSTI[i][0] =1;
FIRSTI[i][1]="0";
H
do{
change = 0;
for (1=0; i <num_prod; i++)
for (j = 0;j <strlen( RHS[i] ); j++){
change = change | AddSet( FIRST[LHS[i]], FIRST[RHS[i][j]] );
if ('INULLABLE[RHSJ[i][j1])
break;
}
} while ( change );
§

void print_first(void){
inti;
int printed[128];
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for (1=0;1<128;i++)
printed[i] = 0;
for (1=0; i <num_prod; i++)
if ( !'printed[LHS[1]] ){
printf("FIRST(%c)={%s}\n", LHS[i], FIRST[LHS[i]]);
printed[ LHS[i]] = 1;
}
}

void calc_follow(void){
inti,;
int change;
for (1="A"i<="Z"i++)
FOLLOWT i][0] ="0";
FOLLOW[LHS[0]][0]="1";
FOLLOW[LHSJ[O0]][1] ="0";
do
{
change = 0;
for (1=0; i <num_prod; i++)
for (j = 0; j <strlen( RHS[i] ); j++)
if (‘isupper( RHS[i][j]) ){
intk;
int null_rest=1;

for (k =j+1; null_rest && k < strlen( RHS[i] ); k++ ){
change = change | AddSet( FOLLOW[RHSJi][j]], FIRST[RHSJ[i][k]] );

null_rest = NULLABLE[RHSJi][k]];

if (null_rest )

change = change | AddSet( FOLLOW[RHS]i][j]], FOLLOW[LHS[i]] );

H
} while ( change );
}

void print_follow(void){

inti;

int printed[128];

for (1=0;1<128;it++)
printed[i] = 0;

printf("\n");

for (1=0; i <num_prod; i++)
if ( !printed[LHS[1]] ){

printf("FOLLOW(%c)={%s}\n", LHS[i], FOLLOW[LHS[i]]):

printed[ LHS[i]] = 1;

}

main(){
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read_grammar();
calc_nullable();
print_nullable();
calc_first();
print_first();
calc_follow();
print_follow();

Zadatak 3.3.2

Realizovati generator parsera na bazi rekurzivnog spusta za zadatu S-gramatiku (bez atributa i
akcionih simbola). Gramatika se zadaje u tekstualnoj datoteci. Svaki red odgovara po jednoj
smeni. Svako slovo odgovara jednom gramatiCkom simbolu (neterminalima velika slova,
terminalima mala). Prvo slovo u redu odgovara simbolu leve strane smene, zatim ide razmak pa
niz simbola desne strane smene, npr. smena <X> — <Y><Z>vw se zadaje sa

X Yvw

1z prakti¢nih razloga moze se uzeti da duzina desnih strana smena ne prelazi dvadeset simbola.
Izlaz programa treba da bude tekstualna datoteka sa programom koji predstavlja parser na bazi
rekurzivnog spusta za zadatu gramatiku. Program treba da proverava da li je zadata gramatika
zaista S-gramatika.

ReSenje
Razmotrimo prvo rezultate rada traZenog generatora parsera. Za ulaz:

S aDb
D dSaD
Sb

D ba

kao izlaz dobija se sledeci program na C-u:

#include<stdio.h>
#include<stdlib.h>

int in;

void PROCS(void);

void PROCD(void);

void ACCEPT(void){ printf("Accepted.\n"); }

void REJECT(void){ printf("Rejected.\n"); exit(1); }

main() { void PROCD(void){
in = getchar(); switch (in ) {
PROCS(); case 'd": goto PO1;
if (in=="n") case 'b": goto P03;

ACCEPT(); default: REJECT();
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else }
REJECT(); PO1:in = getchar();
} PROCS();
void PROCS(void){ ‘f(gEE é‘T) _
switch (in) { clse 0;
case 'a": goto P0O; in = getchar();
case 'b": goto P02; PROCD(): ’
default: REJECT(); returmn: ’
} P :
P00:in = getchar(); P0i3f' znlr: ie};h)ar(),
PROCD(); RE:IECT 0:
if(in!="d") clse ’
elngJECT()’ in = getchar();
. return;
in = getchar();
return; }
P02:in = getchar();
return;
)

Ovaj program predstavlja prepoznava¢ za zadatu gramatiku koji na izlazu izdaje poruke
‘Accepted.’ ili ‘Rejected’ za sekvencu sa standardnog ulaza (kraj reda oznacava kraj ulazne
sekvence).

U programu koji sledi, koji realizuje generator parsera, leve strane gramatickih smena pamte se
u znakovnom vektoru LHS[], a desne strane u vektoru znakovnih nizova RHS[]. Gramatika se
ucitava sa standardnog ulaza procedurom read grammar(). Procedura is_s_grammar() vrsi
ispitivanje da li su zadovoljeni uslovi za S-gramatiku (Zadatak 3.2.3). Ukoliko data gramatika
jeste S-gramatika, procedura generate parser() na standarnom izlazu daje kod parsera na
principu rekurzivnog spusta (Zadatak 3.2.10) koriste¢i pri tome nekoliko pomo¢nih procedura.
Procedura generate prologue(), generiSe potrebne deklaracije, procedure ACCEPT() i
REJECT() i glavni program parsera. Procedura generate procedure for nonterminal() poziva
se za svaki gramaticki neterminal X da generiSe odgovaraju¢u proceduru PROCX. U okviru ove
procedure, za svaku smenu koja odgovara neterminalu X poziva se procedura
generate_code for production() da izgeneriSe deo koda koji predstavlja akcije parsera na
prepoznavanju te smene. Za S-gramatike selekcioni skupovi smena se trivijalno racunaju, tako
da je generisanje koda pravolinijsko na bazi $ablona (Zadatak 3.2.10).

#include <stdio.h>
#include <string.h>
#include <ctype.h>

#define MAX_PROD 100
#define MAX_RHS 20

char LHS[MAX PRODJ;
char RHS[MAX PROD][MAX RHS];

int num_prod,
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void read_grammar(void){
char line[80];
num_prod=0;
while ( gets(line) != NULL ){
LHS[num_prod] = line[0];
strepy( RHS[num_prod++], ( (strlen(line)>1)?line+2:""));
}
}

intis_s grammar(void){
int i,j;
for (1=0;i<num_prod; i++)
if (RHS[i][0] =="0'|| isupper( RHS[i][0] ) )
return 0;
for (1=0;i<num_prod; i++)
for (j=1i+1;j<num_prod; j++)
if ( LHS[i] == LHS[j] && RHS[i][0] == RHS[;][0] )
return 0;
return 1;

}

void generate prologue(void){
int i,j;
int processed[128];
for (1=0;1<128; i++)
processed[i] = 0;
printf("#include<stdio.h>\n"
"#include<stdlib.h>\n\n"
"int in;\n\n");
for (1= 0; i <num_prod; i++)
if (!processed[LHS[i]] ){
printf("void PROC%c(void);\n\n", LHS[i]);
processed[LHS[i]]=1;
b
printf("void ACCEPT(void){ printf(\" Accepted.\\n\"); }\n\n");
printf("void REJECT(void){ printf(\"Rejected.\\n\"); exit(1); }\n\n");
printf("main() {\n"
" in = getchar();\n"
" PROCY%c();\n"
" if (in=="\\n' )\n"
" ACCEPT();\n"
" else\n"
" REJECT();n"
"Hn\n", LHS[0]);
H

void generate_code for production( int i ){
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int j;
printf("P%02d:in = getchar();\n", i);
for (j = 1;j <strlen( RHS[i] ); j++)
if (isupper( RHS[i][j]) )
printf("  PROC%c();\n", RHS[i][j]);

else
printf(" if (in !="'%c' )\n"
" REJECT();\n"
" else\n"

" in = getchar();\n", RHS[1][j]);
printf("  return;\n");

}

void generate_procedure_for nonterminal( char nt ){
int1;
printf("void PROC%c(void){\n"
" switch (in) {\n", nt);
for (1= 0; i <num_prod; i++)
if (LHS[i] ==nt)
printf(" case '%c": goto P%02d;\n", RHS[i][0], 1);
printf(" default: REJECT();\n"
" Fn");
for (1=0; i <num_prod; i++)
if (LHS[i] ==nt )
generate_code for production(i);
printf(" }\n\n");
¥

void generate_parser(void){
inti;
int processed[128];
for (1=0;1<128;it++)
processed[i] = 0;
generate_prologue();
for (1= 0; i <num_prod; i++)
if (!processed[LHS[i]] ){
generate_procedure for nonterminal( LHSJ[1] );
processed[LHS[i]] = 1;
H
i

main(){
read grammar();
if (is_s grammar() )
generate_parser();
else
printf("\n\nNije S gramatika.\n\n");
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4. Sintaksna analiza od

dna ka vrhu

4.1. Relacioni pristup
4.1.1. Metod potisni-identifikuj

Zadatak 4.1.1

Parser potisni—identifikuj od dna ka vrhu, napravljen na osnovu zadate gramatike, prepoznaje
primenu smena u zadatoj ulaznoj sekvenci po slede¢em redosledu:

4,4,4,1,4,4,1,3,2
a) O kojoj ulaznoj sekvenci je rec?
b) Prikazati rad parsera za ulaznu sekvencu iz tacke a).
¢) Kako bi izgledao parser od vrha ka dnu za ovu gramatiku?
1.<§>—><8><S>a
2.<S>—><S>b
3. <S> — <S> <S><S>¢

4.<S>—>d

ReSenje
a)

Na osnovu ¢injenice da parser od dna ka vrhu prepoznaje primenu smena u redosledu koji je
obrnut od redosleda smena u krajnje desnom izvodenju posmatrane ulazne sekvence,
zakljuCujemo da se radi o slede¢em izvodenju sekvence dddaddacb:

<S> = 1 <S>b =, <S><8><S>cb =, <8><S><S><S>ach =, <S><S><S> dachb =,

t t T t T

217
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2 3 1 4 4
= m <S><S>ddacb =, <S><S><S>addacb = ,, <S><S>daddacb =
) ) 0
1 4 4
= m <S>ddaddacb = ,,, dddaddacb
T
4
b)

Kod parsera potisni—identifikuj svakom gramatickom simbolu odgovara po jedan simbol steka.
Dno steka oznacavamo posebnim simbolom V. U konkretnom slu¢aju simboli steka su V, <S>,
a, b, ¢, d. Sledi prikaz rada parsera za posmatrani ulaz:

Stanje steka : Ulazni simbol : Primenjena smena:

1. v dddaddacb—| SHIFT

2. Vd ddaddacb—]| REDUCE(4)
3. V<S> ddaddacb—]| SHIFT

4. V<S>d daddacb—| REDUCE(4)
5. V<S><S> daddacb— SHIFT

6. V<S><S>d addacb—]| REDUCE(4)
7. V<S><S><S> addacb—| SHIFT

8. V<8><S8><S>a ddacb—]| REDUCE(1)
9. V<S><S> ddacb— SHIFT

10. V <S> <S>d dacb—| REDUCE(4)
11. V <S> <S> <S> dacb—| SHIFT

12. V <S> <S><S>d acb—]| REDUCE(4)
13.V <S> <S> <S> <S> acb—]| SHIFT

14. V <8> <S> <S> <S>a cb— REDUCE(1)
15.V <S> <S> <S> cb—| SHIFT

16. V <S> <S> <S> ¢ b—]| REDUCE(Q3)
17.V <S> b—]| SHIFT
18.V<S>b — REDUCE(2)
19. V <S> — ACCEPT
Objasnjenje akcija:

SHIFT = PUSH(teku¢i ulazni simbol), ADVANCE

REDUCE(1) = POP, POP, POP, PUSH(<S>)
REDUCE(2) = POP, POP, PUSH(<S>)

REDUCE(3) = POP, POP, POP, POP, PUSH(<S>)

REDUCE(4) = POP, PUSH(<S>)
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Startno stanje steka je V. U svakom trenutku rada parsera sekvenca simbola koja odgovara
sadrzaju steka nadovezana na preostalu ulaznu sekvencu formira jednu od sentencijalnih formi,
nazovimo je F, u krajnje desnom izvodenju posmatrane ulazne sekvence polazeéi od startnog
neterminala i pod pretpostavkom da je ulazna sekvenca prihvatljiva. Parser funkcioniSe tako Sto
na stek redom potiskuje (operacija SHIFT) ulazne simbole dok se na vrhu steka ne kompletira
takozvana rucka — desna strana smene koja je poslednja primenjena u krajnje desnom izvodenju
sentencijalne forme F. Tada parser zamenjuje na steku desnu stranu primenjene smene njenom
levom stranom (operacija svodenja smene i, engl. REDUCE()).

<)

Zbog postojanja direktne leve rekurzije ova gramatika ne spada u klasu LL(k) gramatika, pa se
ne moze deterministicki procesirati metodom od vrha ka dnu.

Zadatak 4.1.2

Projektovati parser potisni—identifikuj u vidu potisnog automata za slede¢u gramatiku sa
startnim simbolom <S>:

1.<S> > a<S><A> 1
<S> a<A>1

.<S§>—>a<S>0

2
3
4. <A> —>b<A><S>0
5.<A> > b<A><A>1
6

.<A>—>ab0

Resenje

Zadata gramatika ima specifi¢an oblik — svaka od smena zavr$ava se nekim od terminala 0 ili 1,
ovi simboli ne pojavljuju se unutar desnih strana smena i dodatno nijedna desna strana nije
sufiks neke druge desne strane smene. Radi se o bezsufiksnoj SI gramatici (vidi Zadatak 4.1.9).
Ovo olaksava konstrukciju parsera, bez potrebe da se odreduju pomoéne relacije.

Svakom gramati¢kom simbolu odgovara tacno jedan simbol steka. Simbol steka je i marker dna
steka V. Svakom ulaznom simbolu odgovara ta¢no jedan gramaticki terminal. Kontrolnu tabelu
potisnog automata (Sl. 4.1.1) prosirujemo i kolonom za marker kraja ulaza —| .

Vrste kontrolne tabele za simbole koji se pojavljuju iskljuivo na krajevima smena,
popunjavamo IDENTIFY rutinama u kojima se na osnovu nekoliko vrsnih simbola steka
identifikuje rucka i vr§i odgovarajuéa REDUCE operacija, ili sekvenca odbija ukoliko stek ne
sadrzi rucku.

U vrstama kontrolne tabele za V i simbole koji se ne pojavljuju na krajevima smena, sve ulaze
osim onoga u koloni za — popunjavamo akcijom SHIFT. Simbol — nikada se ne potiskuje na
stek. Kolonu — popunjavamo akcijom ID-3, prema kojoj je ulazna sekvenca prihvatljiva ako i
samo ako se na steku u tom trenutku nalazi samo simbol koji odgovara startnom neterminalu.
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a b 0 1 —

<S> SHIFT SHIFT SHIFT SHIFT ID-3

<A> SHIFT SHIFT SHIFT SHIFT ID-3

a SHIFT SHIFT SHIFT SHIFT ID-3

b SHIFT SHIFT SHIFT SHIFT ID-3
0 ID-1 ID-1 ID-1 ID-1 ID-1
1 ID-2 ID-2 ID-2 ID-2 ID-2

v SHIFT SHIFT SHIFT SHIFT ID-3

SI. 4.1.1: Kontrolna tabela parsera potisni—identifikuj

Operacije:
SHIFT: PUSH ( teku¢i ulazni simbol ), ADVANCE

ID —1: if (vrh steka = a<S>0) ID —3: if (vrh steka = V<S>)
then REDUCE(3) then ACCEPT
else if (vrh steka = b<A><S>0) else REJECT
then REDUCE(4) end if
else if (vrh steka = ab0)
then REDUCE(6)
else REJECT
end if
ID—2: if (vrh steka = a<S><A>1) REDUCE(1) = POP, POP, POP, POP, PUSH(<S>)

then REDUCE(1) ~ REDUCE(2) = POP, POP, POP, PUSH(<S>)
Ise if (vrh steka = a<A>1
elseif (vrhsteka =a<A>1) = ppiep3) = POP, POP, POP, PUSH(<S>)

then REDUCE(2)
else if (vrh steka = b<A><A>1) REDUCE(4) = POP, POP, POP, POP, PUSH(<A>)
then REDUCE(S)
clse REJECT REDUCE(5) = POP, POP, POP, POP, PUSH(<A>)
end if REDUCE(6) = POP, POP, POP, PUSH(<A>)

Diskusija

Redosled prepoznavanja smena u IDENTIFY rutinama u slucaju bezsufiksnih gramatika nije
bitan. U datom reSenju, za svaki simbol kojim se moze zavrsiti smena uvedena je posebna
IDENTIFY rutina. Alternativno je moguce imati jedinstvenu IDENTIFY rutinu u kojoj bi bile
ispitivane sve smene.

Primenom formalne metodologije konstrukcije parsera za datu gramatiku preciznije bi se
odredio smestaj SHIFT i IDENTIFY akcija, odnosno neki od ulaza u dobijenom parseru bili bi
popunjeni REJECT akcijama. Na primer, u vrsti a i koloni 0 trebalo bi da stoji REJECT, jer
data gramatika ne prihvata ulazne sekvence u kojima se iza simbola a pojavljuje simbol 0, posto
se u smenama ispred nule pojavljuje iskljucivo neterminal <S>, a sve smene za <S> zavrSavaju
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se isklju¢ivo simbolima 0 ili 1. Ovo ne dovodi do pogresnog rada parsera, u smislu odbijanja
legalne sekvence (ocigledno) ili prihvatanja nelegalne sekvence — detekcija greske bi¢e u okviru
IDENTIFY rutine. Ova odlozena detekcija greske moze da predstavlja problem kod oporavka
od greske.

U drugoj varijanti parsiranja od dna ka vrhu, potisni i svedi, u okviru simbola steka kodira se i
informacija o kompletiranosti rucke, tako da se REDUCE operacija bira neposredno na osnovu
vr$nog simbola steka i tekuceg ulaznog simbola. Ovakvi parseri su brzi, ali imaju vecée
kontrolne tabele.

Zadatak 4.1.3

Projektovati parser na bazi gramatike slabog prvenstva (engl. weak-precedence grammar) za
sledecu gramatiku sa startnim simbolom <S>:

1. <S> — <S> <A>

2.<8> > <A>

3.<A> > 1<S>0

4.<A>—>10

Analiza problema

Postupak konstrukcije kontrolne tabele parsera potisni-identifikuj formalizuje se uvodenjem
relacija BELOW i REDUCED BY na osnovu kojih se formuliSu principi potiskivanja i
svodenja.

Za proizvoljan simbol steka A i ulazni simbol x, vazi da je:
A BELOW x
ako i samo ako vazi jedan od sledecih uslova:

a) Postoji gramaticka smena oblika <X> — o A B B, i vazi da je x € FIRST(B), gde su i 3
proizvoljne sekvence od nula ili viSe gramatickih simbola, B proizvoljan gramaticki simbol,
ili

b) A je marker dna steka, a x € FIRST(<S>), gde je <S> startni neterminal.

Drugim re¢ima, relacija BELOW pokazuje koji se sve simboli x mogu naci neposredno iznad
simbola A na steku.

Princip potiskivanja glasi:

Akcija SHIFT mora da se nalazi u svakom od ulaza kontrolne tabele parsera potisni—identifikuj
u vrsti A i koloni x, ako je ispunjeno A BELOW x. Ostali ulazi ne moraju sadrzati ovu akciju.

Za proizvoljan simbol A na vrhu steka i proizvoljan ulazni simbol ili marker kraja ulaza x, vazi
da je

A REDUCED_BY x
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ako i samo ako vazi jedan od sledecih uslova:

a) Postoji gramatic¢ka smena oblika <L> — o A pri ¢emu je x € FOLLOW(<L>), gde je a
proizvoljna sekvenca od nula ili viSe gramatic¢kih simbola, <L> proizvoljan neterminal, ili

b) A je startni neterminal a x je marker kraja ulaza —| .

Princip svodenja glasi:

Akcija IDENTIFY mora da se nalazi u svakom od ulaza kontrolne tabele parsera potisni—

identifikuj u vrsti A i koloni x, ako je ispunjeno A REDUCED_BY x. Ostali ulazi ne moraju
sadrzati ovu akceiju.

Princip potiskivanja odreduje koji sve ulazi kontrolne tabele moraju da sadrze akciju SHIFT,
dok princip svodenja odreduje isto za akcije IDENTIFY. Ostali ulazi mogu po Zzelji biti
popunjeni nekom od akcija REJECT, SHIFT, IDENTIFY uz ograni¢enje da se u koloni za —|
ne pojavljuju SHIFT akcije jer se marker kraja nikada ne potiskuje na stek.

Gramatika poseduje konflikt potisni-identifikuj ako postoji takav simbol steka A i ulazni simbol
x za koje istovremeno vazi:

A BELOW x i A REDUCED_BY x

lako ovo znaCi da se za datu gramatiku deterministicki parser potisni-identifikuj ne moze
konstruisati, u praksi je moguce pribeci reSavanju konflikta izborom pogodnije od dve akcije za
dati ulaz.

Gramatike koje ne poseduju konflikte tipa potisni-identifikuj nazivaju se SI gramatikama.

Resenje

Izracunajmo FIRST skupove simbola date gramatike:
FIRST(<S>) = { <S>, <A>, 1} FIRST(1) = {1}
FIRST(<A>) = { <A> 1} FIRST(0) = {0}

Definicija FIRST skupova je proSirena tako da su u njih uvr$éeni i neterminali. Ovo nije
neophodno za konstrukciju kontrolne tabele, ali je potrebno radi definisanja IDENTIFY rutina
kod gramatika koje nisu bezsufiksne, kako ¢e biti objasnjeno u nastavku. Relacija BELOW za
datu gramatiku prikazana je na Sl. 4.1.2. Relacija je proSirena u odnosu na definiciju kolonama
za neterminale koje odgovaraju proSirenim FIRST skupovima, S$to nije neophodno za
bezsufiksne gramatike, ali jeste za gramatike slabog prvenstva.

<S> <A> 1 0
<S> 1 1 1
<A>
1 1 1 1 1
0
\% 1 1 1

Sl 4.1.2 Prosirena relacija BELOW
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Za datu gramatiku FOLLOW skupovi neterminala glase:
FOLLOW(<S>) = {1,0,—}
FOLLOW( <A>) = FOLLOW(<S>) = {1,0,—}
Relacija REDUCED_BY predstavljena je na Sl. 4.1.3.

1 0 —

<S> 1

<A> 1 1 1
1

0 1 1 1
\%

SI. 4.1.3 Relacija REDUCED BY

Na osnovu ovih relacija konstruiSemo kontrolnu tabelu automata (S1. 4.1.4). U cilju konstrukcije
IDENTIFY rutina potrebno je obaviti dodatno razmatranje gramatickih smena.

0 1 —
<S> SHIFT SHIFT IDENTIFY-1
<A> | IDENTIFY—2 | IDENTIFY-2 | IDENTIFY-2
1 SHIFT SHIFT REJECT
0 | IDENTIFY-3 | IDENTIFY-3 | IDENTIFY-3
v REJECT SHIFT REJECT

S1. 4.1.4: Kontrolna tabela parsera potisni—identifikuj

Data gramatika nije bezsufiksna, jer je desna strana druge smene:
<S> <A>

sufiks desne strane prve smene:
<S> — <S> <A>

Ovo dovodi do sledece konfliktne situacije: Kad se, u toku rada parsera, na vrhu steka pojavi
<A>, a ispod ovog simbola se nalazi <S>, moguce je u okviru IDENTIFY-2 rutine preduzeti ili
akciju REDUCE(2) ili akciju REDUCE(1):



224 4. Sintaksna analiza od dna ka vrhu

stanje steka pre akcije IDENTIFY-3

<A>
<S>
A
REDU[CE(Z) RED[}CE( 1)
<S>
<S> <S>

stanje steka posle akcije IDENTIFY—3

Medutim, za prihvatljive ulazne sekvence nikada se ne pojavljuje situacija u kojoj je za opisanu
konfiguraciju steka neophodno primeniti REDUCE(2) jer bi se tada na vrhu steka pojavila dva
simbola <S>, pa bi trebalo da vazi

<S> BELOW <S>

Sto ovde nije slucaj (vidi Sl. 4.1.2). Ovo znaci da se u datoj situaciji uvek primenjuje svodenje
prve smene. U suprotnom, doslo bi do konflikta jer bi u nekim situacijama trebalo primeniti
REDUCE(1) a u nekim REDUCE(2) zavisno od konteksta (ostatka steka i preostalog dela
ulaza), pa se ne bi ovim metodom mogao napraviti parser.

U opstem slucaju, ako gramatika poseduje smene oblika
<A>—>aBf
<C>-> [3

gde je B proizvoljan gramaticki simbol a o i § proizvoljni nizovi gramatickih simbola, i ako nije
ispunjeno

B BELOW <C>

onda nikada u radu parsera ne dolazi do situacije da je desna strana duze smene na vrhu steka, a
da je potrebno svesti kra¢u smenu (ne postoji konflikt svedi—svedi). U tom slucaju, u
odgovarajucu identifikacionu rutinu treba ugraditi proveru za duzu smenu pre provere za kracu
smenu, da bi se u datoj situaciji uvek vrsilo svodenje duze smene.

Gramatike koje nemaju konflikte potisni—identifikuj, nemaju smene sa istom desnom stranom,
za sufiksne smene je ispunjen gornji uslov i dodatno, ne vazi da <S>='<S> (da bi se
eliminisala dvosmislenost) nazivaju se gramatike slabog prvenstva.

Za datu gramatiku izgled IDENTIFY rutina je sledeci:

IDENTIFY-3: if (vrh steka = 1<S>0)
then REDUCE(3)
else if (vrh steka = 10)
then REDUCE(4)
else REJECT
end if

IDENTIFY-1: if (vrh steka = V<S>)
then ACCEPT
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else REJECT
end if
IDENTIFY-2: if (vrh steka = <S><A>)
then REDUCE(1)
else REDUCE(2) /* ispitivanje steka nije potrebno, jer je */
end if /* desna strana 2. smene duzine 1 */

Zadatak 4.1.4

Dat je jezik { a"b" },n > 0.
a) Naci gramatiku slabog prvenstva za dati jezik.

b) Za nadenu gramatiku konstruisati parser potisni-identifikuj.

Resenje
a)

Jedna od gramatika koje opisuju trazeni jezik je sledeca:
1. <S> a<S>b

2. <S>— <S1><S2>

3. <Sl>>a

4. <S2>—b

Smene 2, 3 i 4. opisuju najkracu sekvencu ab. DuZe sekvence se dobijaju uzastopnim
primenama prve smene. Da bismo bili sigurni da je u pitanju gramatika slabog prvenstva,
moramo proveriti zadovoljenost sledec¢ih uslova:

< Nema konflikata potisni—identifikuj.

1 Ne postoje dve smene sa istom desnom stranom.

— Ako imamo neke smene <A>—a B § i <C>— 3 ne sme da vazi B BELOW <C>.
d Ne sme da vazi <S> ; <S>, gde je <S> startni neterminal.

Nije tesko utvrditi da su uslovi T i ¥ ispunjeni. Za proveru ispunjenosti uslova «— i — nalazimo,
formalno, relacije BELOW i REDUCED_ BY po sledecoj proceduri:

1. Odredivanje relacija BEGINS DIRECTLY WITH i njenog refleksivno-tranzitivnog
zatvaranja (SI. 4.1.5).

<S> <S1> <S2> a b

<S> <« 1 1

<S1> <« 1
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<S2> «— 1
a <«
b <

SL 4.1.5: Relacije BEGINS _DIRECTLY_ WITH (samo 1) i
BEGINS DIRECTLY WITH' (1i<)

2. Odredivanje relacije IS DIRECT_END_OF, njenog tranzitivnog i refleksivno-tranzitivnog
zatvaranja (SI. 4.1.6).

<S> <S1> <S82> a b
<S> «
<S1> Pl
<S2> 1 <«
a 1 <«
b 1 1 <«

SI. 4.1.6 Relacije IS_DIRECT _END_OF i IS_DIRECT_END OF " (samo 1) i
IS DIRECT _END OF " (1<)

3. Odredivanje relacije IS FOLLOWED_DIRECTLY_BY (Sl. 4.1.7).

<S> <S1> <S2> a b
<S> 1
<SI> 1
<S2>
a 1
b

SI. 4.1.7: Relacija IS_ FOLLOWED DIRECTLY BY

4. Racunanje relacije <- (dela relacije BELOW bez vrste V) na sledec¢i nacin (SI. 4.1.8):
<-=1S FOLLOWED DIRECTLY BY - BEGINS_DIRECTLY_WITH*

5. Puna relacija BELOW (SI. 4.1.8) se dobija kada se relaciji <- doda vrsta V, u koju se
prepise vrsta <S> relacije BEGINS_DIRECTLY WITH’, odnosno relaciji <- dodaju se svi
parovi (V,X) za sve gramaticCke simbole X za koje vazi <S>BEGINS-
DIRECTLY WITH X.

<S> <S1> <S2> a b
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<S> 1
<S1> 1 1
<S2>

a 1 1 1
\Y% 1 1 1

Sl 4.1.8: Relacije <- (bez vrste V) i BELOW

6. Racunanje relacije -> (dela relacije REDUCED BY bez kolone —| ) na sledec¢i nacin (SI.
4.1.9):
->=1S DIRECT END OF " - <

7. Puna relacija REDUCED BY (Sl. 4.1.9) dobija se prosirivanjem relacije -> (samo kolone
za terminale) kolonom za marker kraja ulaza, u koju se prepise kolona <S> relacije
IS DIRECT END OF °, odnosno relaciji > dodaju se svi parovi (X,—) za sve
gramatitke simbole X za koje vazi X IS DIRECT END OF * <S>

<S> <S> <S2> a b -
<S> 1
<S1>
<S2> 1 1
a 1 1
b 1 1

SL 4.1.9: Relacije -> (sve kolone osim —| ) i
REDUCED_BY (samo kolone a, b,i—])

Zadovoljenost uslova <, odnosno nepostojanje konflikta potisni—identifikuj, potvrdujemo tako
Sto ustanovljavamo da ne postoji nijedan par gramatickih simbola Q i X za koje bi istovremeno
vazilo:

Q BELOW X A Q REDUCED_BY X

S obzirom da je desna strana 4. smene sufiks desne strane prve smene, proverom
ustanovljavamo da ne vazi

<S>BELOW <82>

Sto znaci da je ispunjen i uslov —, ¢ime smo kona¢no potvrdili da se radi o gramatici slabog
prvenstva.

b)

Na osnovu dobijenih relacija popunjavamo kontrolnu tabelu (Sl. 4.1.10) prema pravilima iz
prethodnog zadatka.
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a b —|
<S> REJECT SHIFT IDENTIFY-0
<SI> REJECT SHIFT REJECT
<S2> REJECT IDENTIFY-1 | IDENTIFY-1
a SHIFT IDENTIFY-2 REJECT
REJECT IDENTIFY-3 | IDENTIFY-3
\% SHIFT REJECT REJECT

SL 4.1.10: Kontrolna tabela parsera potisni—identifikuj

IDENTIFY-0: if (vrh steka = V<S>) IDENTIFY-2: REDUCE(3)
then ACCEPT IDENTIFY-3:  if (vih steka = <S1>b)
. Clse REJECT then REDUCE(4)
end if else if (vrh steka = <S>b)
IDENTIFY-1: if (vrh steka = <S1><S§2>) then REDUCE(1)
then REDUCE(2) else REJECT
else REJECT end if
end if

Zadatak 4.1.5

Data je sledeca gramatika sa startnim simbolom <S>:

1.<S> > a<A> 6. <B>— <D><E>1

2.<8> > b<B> 7.<C>—>0
3.<A> -5 <C><A>1 8.<D>—>0
4.<A>><C>1 9.<E>—>1

5. <B> — <D><B><E> 1

Konstruisati prepoznava¢ na osnovu jednostavne meSovite strategije prvenstva.

Analiza problema
Gramatika pripada klasi gramatika jednostavne meSovite strategije prvenstva ako i samo ako:
< Nema konflikata potisni-identifiku;.
T Zabilo koje dve smene sa istom desnom stranom:
<A>—> o
<B>—>a

ni za jedan simbol steka X nije istovremeno ispunjeno X BELOW <A>i X BELOW <B>.
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— Ako imamo smene <A>—aBf i <C>— 3 ne sme da vazi B BELOW <C>.
+
1 Ne sme da vazi <S> = <S>, gde je <S> startni neterminal.

U odnosu na gramatike slabog prvenstva, razlika je u uslovu @. Klasa gramatika jednostavne
meSovite strategije prvenstva je nadskup klase gramatika slabog prvenstva, posto je dozvoljena i
pojava smena sa istom desnom stranom. Pri radu parsera, pri prepoznavanju smena sa istom
desnom stranom u okviru IDENTIFY rutine, potrebno je ispitati i stek simbol neposredno ispod
desne strane smene. U takvoj situaciji, uslov @ obezbeduje jednozna¢no odredivanje smene.

Resenje

Za datu gramatiku, FIRST i FOLLOW skupovi neterminala su dati sa:

FIRST(<S>) = {<S>, a, b} FOLLOW(<S>) = {—{ }
FIRST(<A>) = {<A>, <C>, 0} FOLLOW(<A>) = {1,—{ }
FIRST(<B>) = {<B>, <D>, 0} FOLLOW(<B>) = {1,—{}
FIRST(<C>) = {<C>, 0} FOLLOW(<C>) = {1,0}
FIRST(<D>) = {<D>, 0} FOLLOW(<D>) = {1,0}
FIRST(<E>) = {<E>, 1} FOLLOW(<E>) = {1}

Relacija BELOW prikazana je na Sl. 4.1.11, relacija REDUCED_BY na Sl. 4.1.12, a kontrolna
tabela parsera, popunjena po pravilima koja vaZe i za gramatike slabog prvenstva, prikazana je
na Sl. 4.1.13. Prazni ulazi tabele predstavljaju akciju REJECT.

<S> <A> <B> <C> <D> <E> a b 0 1

v 1 1 1
<S>
<A> 1
<B> 1 1
<C> 1 1 1 1
<D> 1 1 1 1 1
<E> 1

a 1 1 1

b 1 1 1

0

1

Sl 4.1.11: Relacija BELOW

a b 0 1 —

<S> 1
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<A> 1

<B> 1

<C>

<D>

<E>

(=2

SI. 4.1.12: Relacija REDUCED-BY

a b 0 1 —

\% SHIFT | SHIFT
<S> IDENTIFY-3
<A> SHIFT IDENTIFY-4
<B> SHIFT IDENTIFY-5
<C> SHIFT SHIFT
<D> SHIFT SHIFT
<B> SHIFT

a SHIFT

b SHIFT

0 IDENTIFY-1 | IDENTIFY-1

1 IDENTIFY-2 | IDENTIFY-2

SI. 4.1.13: Kontrolna tabela

Zadata gramatika nije bezsufiksna. Desna strana 9. smene predstavlja sufiks desnih strana 3, 4, 5
i 6. smene. Utvrdujemo da ne vazi:

<A>BELOW <E> <C> BELOW <E> <E> BELOW <E>

pa je mogucée u okviru rutine IDENTIFY-2 prvo vrsSiti ispitivanja steka za smene 3, 4, 51 6.
(medusobni redosled ispitivanja nije bitan) pa tek potom vrsiti prepoznavanje smene 9.

Drugi, novi problem su 7. i 8. smena koje imaju iste desne strane. Da bismo znali kada 0 na
vrhu steka treba svesti na <C>, a kada na <D>, treba koristiti relaciju BELOW. Vazi da je:

<C>BELOW <C> b BELOW <D>
a BELOW <C> <D>BELOW <D>
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odnosno, ne postoji simbol X tako da istovremeno vazi X BELOW <C> i X BELOW <D>.
Prema tome, gramatika moze da se parsira jednostavnom meSovitom strategijom, $to znaci da
se, u okviru IDENTIFY-1 rutine, ispitivanjem steka ispod 0, to jest desne strane 7. i 8. smene,
moze odrediti da li se vr$i redukcija 7. smene (kada je ispod nule <C> ili a) ili redukcija 8.
smene (kada je ispod nule <D> ili b).

IDENTIFY-1: IDENTIFY-3:
if (vrh steka = <C>0) if (vrh steka = V<S>)
then REDUCE(7)
else if (vrh steka = a0) then ACCEPT
then REDUCE(7) else REJECT
else if (vrh steka = <D>0) dif
then REDUCE(8) end1
else if (vrh steka = b0)
then REDUCE(8)
else REJECT
end if
IDENTIFY-2: IDENTIFY-4:
if (vrh steka = <C><A>1) if (vrh steka = a<A>)
then REDUCE(3) then REDUCE(1)
else if (vrh steka = <C>1) else REJECT
then REDUCE(4) end if
else if (vrh steka = <D><B><E>1)
IDENTIFY-5:
then REDUCE(5
en ) if (vrh steka = b<B>)
Ise if (vrh steka = <D><E>1
clse i (vrhsteka ) then REDUCE(2)
then REDUCE(6)
else REJECT
else REDUCE(9) .
end if
end if

Zadatak 4.1.6

Kod nekih gramatika koje nemaju konflikt potisni-identifikuj ali nisu ni gramatike jednostavne
meSovite strategije prvenstva, identifikacione rutine se mogu projektovati tako Sto koriste
sledeci ulaz u izboru smene rucke. Za slede¢u gramatiku projektovati parser potisni-identifikuj
koriste¢i ovu moguénost.

1. <S>—><A>c
2. <S> <B>d

3. <A>—>a
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4, <B>—>a

Analiza problema

U prethodnom zadatku definisana su Cetiri uslova koje gramatika treba da zadovolji da bi
pripadala klasi gramatika jednostavne meSovite strategije prvenstva.

Uslovi 2. i 3. treba da utvrde da 1i postoji konflikt tipa svedi-svedi. Uslov 2. je karakteristican za
gramatiku jednostavne meSovite strategije prvenstva, a 3. za sufiksnu gramatiku. Da bismo znali
da li je data gramatika jednostavne meSovite strategije prvenstva, potrebno je da je ispitamo u
odnosu na sva navedena Cetiri uslova, to znaci da moramo odrediti skupove FIRST i FOLLOW,
relacije BELOW i REDUCED-BY i kontrolnu tabelu.

Resenje

Skupovi FIRST su:
FIRST (<S>) = {<S>, <A>, <B>, a}
FIRST (<A>) = {<A>, a}
FIRST (<B>) = {<B>, a}
FIRST (a) = {a}
FIRST (c) = {c}
FIRST (d) = {d}

Skupovi FOLLOW su:
FOLLOW (<S$>) = {—{}
FOLLOW (<A>) = {¢}
FOLLOW (<B>) = {d}

Polazec¢i od skupova FIRST moze se lako izracunati relacija BELOW na osnovu definicije (SI.
4.1.14).

a ¢ d <S> <A> <B>

<S>

<A> 1

<B> 1
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Sl. 4.1.14: Prosirena relacija BELOW

1z ove relacije se odmah vidi da drugi uslov nije ispunjen jer imamo da je
V BELOW <A> A V BELOW <B>
Sto znaci da postoji konflikt svedi—svedi.

Lako je takode utvrditi da su 3. i 4. uslov ispunjeni jer nema smena oblika datog u treCem
uslovu 1 nema sekvencijalnog izvodenja koje dovodi do cikli¢nog zatvaranja. Ostaje da se joS
proveri da 1i postoji konflikt tipa potisni-identifikuj. Da bismo to utvrdili, potrebno je
konstruisati kontrolnu tabelu, a njeno definisanje zahteva formiranje prosirenih relacija BELOW
i REDUCED-BY. Prosirena relacija BELOW ve¢ je izraCunata.

Prosirena relacija REDUCED-BY se dobija uvodenjem kolone za marker kraja ulazne sekvence
i primenu relacije:

X IS-DIRECT-END-OF * <S>
za parove (X, —| ), gde je <S> startni simbol, na osnovu relacije REDUCED-BY datu sa:
IS-DIRECTED-END-OF * <

gde < oznacava osnovnu relaciju BELOW, koja se dobija od prosirene kada joj se ukloni vrsta
za marker dna steka V. Relacija IS-DIRECT-END-OF za zadatu gramatiku prikazana je na SI.
4.1.5. U ovom sluaju relacija IS-DIRECT-END-OF " poklapa se sa relacijom IS-DIRECT-
END-OF.

a ¢ d <S> <A> <B>

a 1 1

¢ 1

d 1

<S>

<A>

<B>

Sl. 4.1.15: Relacija IS-DIRECT-END-OF

Relacija REDUCED_BY prikazana je na Sl. 4.1.6, a njena proSirena varijanta na Sl. 4.1.7.

a ¢ d <S> <A> <B>

a 1 1

<S>
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<A>

<B>

Sl 4.1.16: Relacija REDUCED-BY

a ¢ d <S> <A> <B> —|
a 1 1
c 1
d 1
<S> 1
<A>
<B>

SI. 4.1.17: Prosirena relacija REDUCED_BY

Na osnovu prosirenih relacija BELOW i REDUCED-BY dobija se kontrolna tabela prikazana
na Sl. 4.1.18, pri ¢emu su u vrsti a razdvojene IDENTIFY akcije za prepoznavanje 3., odnosno
4. smene na osnovu tekuceg ulaznog simbola. Smena 3. se svodi kada tekué¢i ulazni simbol
pripada skupu FOLLOW(<A>), jer je <A> na levoj strani 3. smene. Na sli¢an nacin, smena 4.
se svodi kada teku¢i ulazni simbol pripada skupu FOLLOW(<B>), s obzirom da je <B> na
levoj strani 4. smene.

w o> w»n

a c d —|
REJECT REJECT REJECT IDENTIFY-1
REJECT SHIFT REJECT REJECT
REJECT REJECT SHIFT REJECT
REJECT | IDENTIFY-2 | IDENTIFY-3 REJECT
REJECT REJECT REJECT IDENTIFY—4
REJECT REJECT REJECT IDENTIFY-5

SHIFT REJECT REJECT REJECT

SI. 4.1.18: Kontrolna tabela parsera potisni—identifikuj

SHIFT : PUSH (teku¢i_ulazni_simbol), ADVANCE

IDENTIFY1: if (vrh steka = V<S>) IDENTIFY4: if (vrh steka = <A>c)
then ACCEPT
else REJECT then REDUCE(1)
end if else REJECT
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IDENTIFY2: if (vrh steka = a) end if
then REDUCE(3) ) . _
else REJECT IDENTIFYS: if (vrh steka = <B>d)
end if then REDUCE(2)
IDENTIFY3: if (vrh steka = a) else REJECT
then REDUCE(4) dif
else REJECT endt
end if

Posmatrajuci dobijenu kontrolnu tabelu dolazimo do interesantnih zakljucaka. Ne samo da ne
postoji konflikt potisni-identifikuj, ve¢ ne postoji ni konflikt svedi-svedi koji sugeriSe relacija
BELOW, $§to znaci da je dobijena ispravna kontrolna tabela za datu gramatiku. To je ostvareno
posmatranjem sledeceg simbola pre izvodenja operacije svodenja.

Diskusija

Ovaj pojedinaCan sluCaj gramatike koja nema konflikt potisni-identifikuj ali nije tipa
jednostavne mesovite strategije prvenstva (uslov 2. nije ispunjen) moguce je podi¢i na nivo
opsteg principa. Dakle, iako relacija BELOW sugeriSe konflikt svedi-svedi, ne treba odmah
prestati sa trazenjem reSenja za kontrolnu tabelu koja vazi za gramatike jednostavne meSovite
strategije prvenstva. Za smestaj IDENTIFY akcija moguce je koristiti tekuéi ulazni simbol pri
odabiranju smene rucke. Tek tada se moze otkriti da li se konflikt svedi-svedi otkriven relacijom
BELOW prosirio i na kontrolnu tabelu. Da bismo to otkrili ranije te izbegli nepotrebno
izraCunavanje kontrolne tabele, potrebno je uraditi sledece:

Ako se posle izratunavanja relacije BELOW utvrdi neispunjavanje uslova 2, onda za smene tipa
<A>—> o
<B>—>a

treba izra¢unati FOLLOW (<A>) i FOLLOW (<B>). Ako je ispunjen uslov
FOLLOW (<A>) " FOLLOW (<B>) # &

znaci da konflikt i dalje postoji i da treba odustati od popunjavanja tabele. Ako navedeni uslov
nije ispunjen, to znaci da ne postoji ulazni simbol x takav da je

x € FOLLOW (<A>) A x € FOLLOW (<B>)

¢ime se neutraliSe konflikt svedi-svedi otkriven relacijom BELOW. U tom slucaju, pravila
popunjavanja kontrolne tabele iz prethodnog zadatka modifikujemo na sledeéi nacin:

U wvrsti tabele gde se smestaju akcije za identifikaciju navedenih smena, posebna IDENTIFY
akcija koja svodi smenu <A>— o smeSta se u kolone tabele koje odgovaraju ulaznim
simbolima iz skupa FOLLOW(<A>), a druga, razli¢ita IDENTIFY akcija, za svodenje smene
<B> — a, u kolone koje odgovaraju ulaznim simbolima iz skupa FOLLOW(<B>).
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Zadatak 4.1.7

Data gramatika opisuje izraze u kojima se upotrebljavaju binarni operatori OP1, OP2 i unarni
operator OP3 pri ¢emu su svi operatori levo asocijativni, i OP1 i OP2 imaju isti prioritet dok
OP3 ima visi prioritet.

1. <E> — <E> OP1 <E> 3.<E>— OP3 <E>
2.<E> — <E> OP2 <E> 4.<E>—>c

a) Odrediti BELOW i REDUCED BY za datu gramatiku i preko njih pokazati da gramatika
poseduje konflikte potisni—identifiku;.

b) Transformisati gramatiku radi eliminacije konflikata i napraviti parser potisni-identifikuj za
transformisanu gramatiku.

Resenje
a)

Relacije BELOW i REDUCED_BY za zadatu gramatiku prikazane su na Sl. 4.1.19 i Sl. 4.1.20,
respektivno.

<E> OPl OP2 OP3 ¢

\% 1 1 1
<E> 1 1
OP1 1 1 1
OoP2 1 1 1
OP3 1 1 1
c

Sl. 4.1.19: Prosirena relacija BELOW

OPI OP2 OP3 ¢ —

<E> 1 1 1
OP1
OoP2
OP3
c 1 1 1

Sl. 4.1.20: Prosirena relacija REDUCED_BY

1z ovih tabela se vidi da postoje dva konflikta tipa potisni-identifikuj s obzirom da vazi:



4.1. Relacioni pristup 237

<E>BELOW OP1 i <E>REDUCED_BY OP1
<E>BELOW OP2 i <E>REDUCED_BY OP2
b)

Ovi konflikti posledica su dvosmislenosti gramatike, na primer, sentenca ¢ OP1 ¢ OP1 c
poseduje dva razliita stabla izvodenja. Dvosmislenost eliminiSemo transformacijom date
gramatike uvodenjem novog neterminala <T>:

1. <E>— <E>OP1 <T>
2. <E>— <E>OP2 <T>
3. <E>—><T>

4. <T>— OP3 <T>

5. <I>—>c

Neterminal <T> opisuje izraze u kojima se pojavljuju samo operator OP3 i konstanta c.
Novodobijena gramatika opisuje isti jezik kao i zadata, odnosno, u notaciji regularnih izraza:

OP3" ¢ ((OP1|OP2) OP3" ¢)"
Radi se o listi jednog ili vise ¢lanova razdvojenih operatorima OP1 ili OP2, pri ¢emu je ¢lan
konstanta ¢ na koju je nula ili viSe puta primenjen operator OP3.
Za ovu gramatiku imamo da su:

FIRST (<E>) = {<E>, <T>, OP3, c}

FIRST (<T>) = FIRST (E) = {<T>, OP3, c}

FOLLOW (<E>) = {OP1, OP2, ——| }

FOLLOW (<T>)=FOLLOW (<E>) = {OP1, OP2, —| }

Prosirene relacije BELOW i REDUCED_BY prikazane su na Sl. 4.1.21(a) i (b), respektivno.
Uocavamo da nema konflikata tipa potisni-identifikuj. Kontrolna tabela parsera prikazana je na
Sl. 4.1.22.

<E> <T> OPl OP2 OP3 c OPI OP2 OP3 ¢ —
<E> 1 1 <E> 1
<T> <T> 1 1 1
OP1 1 11 OP1
oP2 1 11 oP2
OP3 1 11 OP3
c c 1 1 1
v] 1 11

(a) Prosirena relacija BELOW (b) Prosirena relacija REDUCED BY
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S 4.1.21
OP1 OP2 OP3 c —

<E> |SHIFT SHIFT IDENTIFY-1
<T> [IDENTIFY-2 |[IDENTIFY-2 IDENTIFY-2
OP1 SHIFT |SHIFT
OP2 SHIFT |SHIFT
OP3 SHIFT |SHIFT
¢ |IDENTIFY-3 |IDENTIFY-3 IDENTIFY-3
% SHIFT |SHIFT

Sl 4.1.22: Kontrolna tabela
U transformisanoj gramatici, desna strana 3. smene je sufiks desnih strana 1., 2. i 4. smene.
Utvrdujemo da ne vazi:
OP1 BELOW <E> OP2 BELOW <E> OP3 BELOW <E>

tako da, uz ispunjene ostale definicione uslove, gramatika spada u klasu gramatika slabog
prvenstva. IDENTIFY i REDUCE akcije imaju slede¢i izgled:

IDENTIFY-1: if vrh steka =V <E> REDUCE(1):
then ACCEPT POP, POP, POP, PUSH(<E>)
. _felse REJECT REDUCE(2):
endt POP, POP, POP, PUSH(<E>)
IDENTIFY-2: if vrh steka = <E> OP1 <T> REDUCE(3):
then REDUCE(1) POP, PUSH(<E>)
else if vrh steka = <E> OP2 <T> ’
then REDUCE(2) REDUCE(4):
else if vrh steka = OP3 <T> POP, POP, PUSH(<T>)
| gg%‘ulggcﬂ‘” REDUCE(S):
Znsg o POP, PUSH(<T>)

IDENTIFY-3: REDUCE(S)

Zadatak 4.1.8

Sledeca gramatika odgovara jeziku kod koga se i pozivi funkcija i obracanja elementima nizova
piSu obi¢nim zagradama.
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1. <stmt> — <expr> := <expr> 6. <parm_list> — <parm_list>, <expr>
2. <expr> — <fun_call> 7. <parm_list> — <expr>

3. <expr> — <arr_ref> 8. <arr_ref> — id ( <expr_list>)

4. <expr> —id 9. <expr_list> — <expr_list>, <expr>
5. <fun_call> — id ( <parm_list>) 10. <expr_list> — <expr>

a) Pokazati da je gramatika dvosmislena.

b) Dvosmislenost se moze ukloniti uvodenjem posebnog terminala procid za imena funkcija.
Za ovaj slucaj detaljno objasniti rad leksickog analizatora.

¢) Za transformisanu gramatiku u skladu sa tackom b) prikazati rad parsera potisni-identifikuj
za ulaz:

id :==id (id, id )

Nije potrebno konstruisati parser.

Resenje

a)

Gramatika je dvosmislena jer ima dva razlicita stabla izvodenja za isti niz ulaznih simbola:
id:=id (id)

kao Sto se vidi sa slike Sl. 4.1.23. Levo stablo odgovara semantici poziva procedure u izrazu sa
desne strane iskaza dodele, a desno stablo odgovara obrac¢anju elementu niza.

id:=id(id)
I stablo II stablo
<stmt> <stmt>
<expr> = <expr> <expr> = <expr>
id <fun_call> id <arr_ref>
id ( <parm_list> ) id ( <expr list> )
<expr> <expr>
id id

Sl 4.1.23
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b)

U ovom slucaju u 5. smeni terminal id zamenjen je terminalom procid ¢ime se eliminiSe
dvosmislenost. Gramatika sada ima slede¢i izgled:

1. <stmt> — <expr> := <expr> 6. <parm_list> — <parm_list>, <expr>

2. <expr> — <fun_call> 7. <parm_list> — <expr>

3. <expr> — <arr_ref> 8. <arr_ref> — id ( <expr_list>)

4. <expr>—1id 9. <expr_list> — <expr_list>, <expr>

5. <fun_call> — procid ( <parm_list>) 10. <expr_list> — <expr>

Uloga leksickog analizatora je da u nizu znakova koji predstavlja izvorni program identifikuje
pojedine leksicke jedinice (lekseme) i parseru, za svaku leksemu, dostavi odgovarajuci interni
leksicki kod (engl. token). Ovi kodovi odgovaraju pojedinim terminalima.

U slucaju identifikatora promenljivih, odnosno procedura, leksicki analizator po izdvajanju
lekseme konsultuje tabelu simbola. S obzirom da deklaracije promenljivih, odnosno procedura
prethode njihovoj upotrebi, leksicki analizator na osnovu informacije iz tabele simbola
prosleduje odgovaraju¢i leksicki kod parseru.

<)

U nastavku je data obrada ulazne sekvence od strane parsera. REDUCE akcije selektuju se u
okviru IDENTIFY rutine.

stek ulazni niz akcije parsera
\% id:=id(id,id) —| SHIFT
vid =id(id,id)—  REDUCE(4)
V<expr> =id(id,id) —| SHIFT
V<expr>:= id(id,id) —| SHIFT
V<expr>:=id (id,id) — SHIFT
V<expr>:=id( id,id) — SHIFT
V<expr>:=id(id id)—  REDUCE(4)
V<expr>:=id(<expr> ,id) —| REDUCE(7)
V<expr>:=id(<parm_exp_list> ,id) —| SHIFT
V<expr>:=id(<parm_exp_list>, id) —| SHIFT
V<expr>:=id(<parm_exp_list>,id ) —| REDUCE(4)
V<expr>:=id(<parm_exp_list>,<expr> ) —| REDUCE(6)
V<expr>:=id(<parm_exp_list> ) —| SHIFT
V<expr>:=id(<parm_exp_list>) —| REDUCE(8)
V<expr>:=<arr_ref> —| REDUCE(3)
V<expr>:=<expr> —| REDUCE(1)
V<stmt> — ACCEPT
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Zadatak 4.1.9

Pretpostaviti da je bezkontekstna gramatika takva da se svaka smena zavrSava razliCitim
terminalnim simbolom i da se ti terminalni simboli ne javljaju na drugim mestima u gramatici.
Pokazati da se takva gramatika uvek moze parsirati metodom potisni-identifikuj.

Resenje

Dokaza¢emo da posmatrana gramatika spada u klasu bezsufiksnih SI gramatika. Iz postavke
zadatka sledi da se ne moze na¢i smena Cija desna strana predstavlja sufiks desne strane neke
druge smene (s obzirom da se svaka smena zavrsava unikatnim terminalom).

Da bismo dokazali da gramatika nema konflikata potisni-identifikuj, podimo od obrnute
pretpostavke: postoje gramaticki simboli X i Y takvi da istovremeno vazi:

XBELOWY i X REDUCED BY Y

Posto vazi X REDUCED_BY Y sledi da se X mora nalaziti na kraju desne strane neke smene.
1z uslova zadatka sledi da je X terminalni simbol i da se ne pojavljuje na drugim mestima u
gramatici. Iz ovoga neposredno sledi da ne postoji simbol Y tako da vazi X BELOW Y. Dakle,
polazna pretpostavka nije tacna, odnosno gramatika ne poseduje konflikte potisni-identifikuj.

Takode, ne postoji konflikt svedi—svedi jer se svaka smena zavrSava razli¢itim terminalnim
simbolom. Radi se dakle o bezsufiksnoj SI gramatici za kakvu je uvek moguce konstruisati
potisni-identifikuj parser.

Zadatak 4.1.10

Pronaéi jednu gramatiku sa startnim simbolom <S> koja ima sledecu kontrolnu tabelu po
metodu parsiranja potisni-identifikuj. Sracunati relacije BELOW i REDUCED_BY za nadenu

gramatiku.

0 1 —
<S> REJECT SHIFT IDENTIFY
<A> SHIFT IDENTIFY IDENTIFY

0 IDENTIFY IDENTIFY IDENTIFY
1 SHIFT SHIFT REJECT
% SHIFT REJECT REJECT
SL. 4.1.24: Kontrolna tabela parsera potisni—identifikuj
Analiza problema

Na osnovu date kontrolne tabele, pod pretpostavkom da je popunjena na standardan nacin,
moguce je odrediti skup gramati¢kih simbola, relaciju REDUCED_BY i delimi¢no relaciju
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BELOW (bez kolona koje odgovaraju neterminalima). Na osnovu toga moguce je odrediti neke
zavisnosti medu gramati¢kim simbolima i kombinatornim metodom odrediti gramatiku koja
zadovoljava nadene zavisnosti. Zadatak u opStem slucaju nema jedinstveno reSenje, dakle
moguce je odrediti veci broj gramatika koje zadovoljavaju uslove zadatka.

Resenje

Skup gramatickih simbola je {<S>, <A>, 0, 1}. Pozicije akcija SHIFT u kontrolnoj tabeli (SI.
4.1.24) odreduju relaciju BELOW, bez kolona za neterminalne simbole, kao na Sl. 4.1.25(a).
Pozicije akcija IDENTIFY odreduju relaciju REDUCED_BY, kao §to je prikazano na Sl
4.1.25(b).

<S> 1 <S> 1
<A> | 1 <A> 1 1
0 0 1 1 1
1 1 1 1
\% 1
(a) Parcijalna relacija BELOW (b) Relacija REDUCED_BY
SI. 4.1.25

Na osnovu relacija moze se zakljuciti sledece:

1. postoje pojavljivanja simbola <S>, <A> i | na desnim stranama smena na pozicijama koje
nisu krajnje desne, pri tome <S> se pojavljuje neposredno pre 1 (ili neterminala u ¢ijem se
FIRST skupu nalazi 1), <A> neposredno pre 0 (ili neterminala u ¢ijem se FIRST skupu
nalazi 0), a 1 neposredno pre 0 ili 1 ili odgovarajuc¢ih neterminala; sve ovo se zakljucuje na
osnovu relacije BELOW.

2.  FIRST(<S>) sadrzi od terminala samo 0; ovo sledi iz poslednje vrste relacije BELOW.

3. na osnovu relacije REDUCED BY, desne strane smena zavrSavaju se samo simbolima
<A>10. Prema definiciji relacije REDUCED_BY, vrste <A> i 0 popunjene su u skladu sa
FOLLOW skupovima neterminala koji se nalaze na levim stranama smena koje se
zavrSavaju sa <A> i 0, respektivno. FOLLOW skup jednog od neterminala sadrzi 1 i —| ,a
FOLLOW skup drugog 0, 1 i —| . S obzirom da smo ve¢ zakljucili da se <A> pojavljuje
neposredno ispred 0, sledi:

FOLLOW(<S>) = {1, — }
FOLLOW(<A>) = {0, 1, — }

Posto za svaki neterminal mora da postoji bar po jedna smena, probajmo da nademo gramatiku
sa dve smene koja zadovoljava uslove 2. i 3. Jedna od smena mora da se zavrsi simbolom <A>,
druga simbolom 0 (uslov 3.). Prema uslovu 2., sledi da nulom mora da pocne desna strana
smene, a to mora biti smena za <A>, inaCe bi gramatika imala nedostiznu smenu, ili bi postojala
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pojava 0 koja nije striktno na kraju desne strane smene. Dalje sledi da smena za <S> mora da
pocne sa <A> da bi bio zadovoljen uslov 3. Smene dakle imaju oblik:

1. <S> o <A><A>
2. <A>->0

Ostaje da preciziramo smenu koja zadovoljava uslov 1. U ovoj smeni neophodna je jedna
pojava simbola <S> i dve pojave simbola 1 prema uslovu 1, iza kojih sledi <A>. Gramatika ima
konacni izgled:

1. <S>—><S>11<A>
2. <8>— <A><A>
3. <A>—>0
Za ovu gramatiku imamo:
FIRST (<8>) = {<S>, <A>, 0}
FIRST (<A>) = {<A>, 0}
FOLLOW (<S>) = {1,—{}
FOLLOW (<A>) = { t|t € V, A t € FIRST(<A>) U FOLLOW(<S>) }

=10, 1,—}

Na osnovu ovoga nalazimo relacije BELOW i REDUCED_BY, prikazane na Sl. 4.1.26.

<S> <A> 0 1 0 1 —|
<S> 1 <S> 1
<A> 1 1 <A> 1 1
0 0 11 1
1 1 I 1 1
\% 1 1 1
(a) Prosirena relacija BELOW (b) Prosirena relacija REDUCED BY
Sl. 4.1.26

Vidimo da se nadene relacije poklapaju sa onima odredenim na osnovu tabele, prema tome
reSenje je ispravno uz konstataciju da gramatika pripada klasi bezsufiksnih SI gramatika.

Diskusija

Citaocu se preporuduje da nade drugaciju gramatiku koja ée zadovoljiti uslove zadatka.
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4.1.2. Metod potiskivanja i svodenja

Zadatak 4.1.11

Data je gramatika sa startnim simbolom <S>. Nacrtati izgled steka kada parser potisni-svedi
(engl. SHIFT-REDUCE) procesira niz znakova abacbbb.

1. <S> — a<A>b 4. <A> — <B>b
2.<S>—>¢ 5. <B> — a<A>
3. <A> — b<S> 6.<B>—>c¢
Resenje

Preko stabla izvodenja (SI. 4.1.27) moze se pokazati da gramatika opisuje niz abacbbb.

SI. 4.1.27: Stablo izvodenja za niz abacbbb

U stablu izvodenja svaki simbol je dodatno obelezen indeksom primenjene smene. Na ovaj
nacin jednoznacno opisujemo pojedina deSavanja (pojave) simbola u gramatickim smenama.
Parser prepoznaje sekvencu abacbbb na sledeéi nacin:

Stek Ulazni niz Operacija masine
1.V abacbbb—]| SHIFT

2. Va, bacbbb—] SHIFT

3. Vab, acbbb—]| SHIFT
4.Vabsa cbbb—]| SHIFT

5.V ajbsace bbb—] REDUCE(6)

6. Va,ba,<B>, bbb—] SHIFT

7. Va,bsa;<B>b, bb—]| REDUCE(4)

8. Va,bsa <A> bb—]| SHIFT
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9. Va1b3a1<A>1b1 REDUCE(I)

REDUCE(3)

b—
b—
11. Va;<A>, b— SHIFT
—
—

10. Va1b3<S>3

12. Va1<A>1b1 REDUCE(l)

13. V<S> ACCEPT

Diskusija

Kao §to se moze videti, rad parsera slican je radu potisni-identifikujparsera s tom razlikom §to
simbolima steka odgovaraju pojedina gramati¢ka desavanja, ¢ime je omoguceno da se odluka o
sledecoj akciji parsera (SHIFT, REDUCE, ACCEPT ili REJECT) donese iskljucivo na osnovu
vr$nog simbola steka i (eventualno) tekuceg ulaznog simbola. Ovime je ukinuta potreba za
IDENTIFY akcijama.

Akcije SHIFT i REDUCE(<X> — AjA,...A,) imaju sliénu semantiku kao kod metoda potisni-
identifikuj:

SHIFT: PUSHT(tekuci ulazni simbol), ADVANCE

REDUCE(<X> — A,A,...A,): n puta akcija POP, PUSHT(<X>)

Jedina razlika je pojava akcije PUSHT umesto PUSH, jer se na stek ne stavljaju neposredno
gramaticki simboli nego njihova desavanja. Akcija PUSHT(X) konsultuje posebnu, takozvanu
potisnu tabelu, da na osnovu vr$nog simbola steka i simbola X odredi koje gramaticko
desavanje simbola X treba potisnuti na stek.

Napomena: takozvano startno deSavanje <S>, i odgovaradi simbol steka, koji se javlja u
poslednjem koraku rada parsera, ne pojavljuje se u gramatickim smenama. Ovo deSavanje
startnog neterminala i odgovarajuéi simbol steka posebno se dodaju da oznace konfiguraciju
steka kada je startni neterminal neposredno iznad dna steka.

Ukoliko se na desnoj strani neke gramaticke smene isti simbol pojavljuje vise puta koristi se
dvostruki indeks, redni broj smene i redni broj posmatranog desavanja u okviru smene.

U opstem slucaju, simboli steka odgovaraju skupovima gramatickih deSavanja a ne samo
pojedinacnim desSavanjima.

Na primer, ako bismo gramatici dodali smenu:
7.<B>—>bc

tada za datu ulaznu sekvencu ab..., kada treba potisnuti b na stek, ne zna se da li je to bs ili by
(iz 3. ili 7. smene). U tom slucaju postojao bi simbol steka b, koji bi odgovarao skupu
gramatickih deSavanja {bs, b;}.

Zadatak 4.1.12

a) Za slede¢u gramatiku sa startnim simbolom <S> izracunati skupove OFIRST za svako
desavanje gramatickog simbola na desnoj strani smene.
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b) Izracunati relaciju OBELOW.
¢) Projektovati LR(0) prepoznavac.

1. <S>—>a

2. <S> (<S><R>
3. <R>—>, <S><R>
4. <R>-)

Analiza problema

Skupovi OFIRST i relacija OBELOW odgovaraju FIRST skupovima i relaciji BELOW kod
metoda potisni-identifikuj, s tom razlikom §to su definisani za gramaticka desavanja.

Za proizvoljna gramaticka deSavanja X; i Y; simbola X i Y respektivno, vaZi da je
X; € OFIRST(Y;)

ako i samo ako vazi jedan od sledecih uslova:

a) Xjje identi¢no Y; ili

b) X; odgovara pocetnom simbolu neke sentencijalne forme izvedene iz Y bez upotrebe
praznih smena, odnosno

Y=>*<I>B=Xaf
pri ¢emu je X; krajnje levo deSavanje u smeni <L> — X a.

Za proizvoljno gramaticko deSavanje (ili marker dna steka) A i proizvoljno gramaticko
deSavanje Y; vaZi da je:

A OBELOW Y;
ako i samo ako vazi jedan od sledecih uslova:

a) A je gramaticko deSavanje, njega u smeni neposredno sledi deSavanje Z; i
Y; € OFIRST(Zy).

b) A je marker dna steka i Y; € OFIRST(<S>() gde <S>, predstavlja startno deSavanje.

Radi racunanja skupova OFIRST i relacije OBELOW uvode se neke pomo¢ne relacije. Skupovi
OFIRST za gramaticka deSavanja racunaju se kori§¢enjem relacije
O BEGINS DIRECTLY WITH koja odgovara relaciji BEGINS DIRECTLY WITH, ali se
definiSe za gramaticka desavanja.

Za proizvoljna gramaticka deSavanja X; i Y; simbola X 1Y respektivno, vazi da je:
X; O_BEGINS_DIRECTLY_WITHY;
ako i samo ako postoji smena X — Y i Y] je krajnje levo deSavanje desne strane ove smene.

Za proizvoljna gramaticka deSavanja X; i Y;j vaZi da je X; € OFIRST(Y;) ako i samo ako
Y; O _BEGINS DIRECTLY WITH X;.
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Sledi definicija relacije O IS FOLLOWED_ DIRECTLY_BY koja se koristi u racunanju
relacije OBELOW.

Za proizvoljna gramaticka deSavanja X; i Y; simbola X i Y respektivno, vaZi da je:

X; O_IS_FOLLOWED_DIRECTLY_BY'Y;
ako i samo ako postoji smena <Z> — o X Y B, na ¢ijoj desnoj strani Y; neposredno sledi X;.
Relacija OBELOW se sada racuna tako §to se relacionom proizvodu:

O IS FOLLOWED DIRECTLY BY - O BEGINS DIRECTLY WITH"

dodaju svi parovi (V,Zy) za sva gramaticka deSavanja Z, za koja vazi
<S>, 0_BEGINS_DIRECTLY WITH" Z,.

ReSenje
a)

Relacije O _BEGINS DIRECTLY WITH i O BEGINS DIRECTLY WITH* za datu
gramatiku prikazane su na Sl. 4.1.28.

Na osnovu ovih relacija racunamo OFIRST skupove:

OFIRST (a;) = {a;} OFIRST (<S>3) = {ay, (5, <S>3}
OFIRST () = {(2} OFIRST (<R>3) = {,3, )4, <R>3}
OFIRST (<S>;) = {<S>, a;, (2} OFIRST ()4) = {4}

OFIRST (<R>;) = {,3, <R>3, )4} OFIRST (<S>¢) = {ay, (3, <S>¢}

OFIRST (,3) = {,3}

<S> a (o <S> <R> 3 <S> <R>3

<S> * 1 1
a *
€ *

<S>, 1 1 *

<R>, * 1 1
23 *

<S> 1 1 *

<R>; 1 * 1
)a *
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Sl. 4.1.28: Relacije O_BEGINS_DIRECTLY_ WITH (samo 1) i
O BEGINS DIRECTLY WITH (11 %)

b)

Relacije O_IS FOLLOWED DIRECTLY BY i OBELOW prikazane su na Sl. 4.1.29 i SL
4.1.30, respektivno.

<S> a; (o <S> <R> 5 <S> <R>; )

<S>

a;

€ 1

<S>, 1

<R>,

<S>;3 1

<R>;

)a

SI. 4.1.29: Relacija O_IS_ FOLLOWED DIRECTLY BY

<S> a; (o <S> <R> 5 <S> <R>; )

<S>

a

G 11 1

<S>, 1 1 1

<R>,

<S> 1 1 1

<R>;

)a

SI. 4.1.30: Relacija OBELOW



4.1. Relacioni pristup 249

<)
Analiza problema

Na osnovu relacije OBELOW konstruiSu se potisna i kontrolna tabela parsera potisni-svedi.
Prvi korak u konstrukeiji potisne tabele je konstrukcija karakteristicnog konacnog automata —
detektora rucki. Detektor rucki konstruiSe se na slede¢i nacin:

e Stanja automata odgovaraju pojedinim gramatiCkim deSavanjima i markeru dna steka
(njemu odgovara startno stanje automata).

e  Ulaznu azbuku ¢ine gramaticki simboli.

e Pravilo popunjavanja tabele prelaza: iz stanja A postoji prelaz u stanje B pod ulazom Y,
ako i samo ako stanje B odgovara nekom deSavanju Yj gramatickog simbola Y i ispunjeno
je AOBELOW B.

Ukoliko sva stanja koja odgovaraju krajnje desnim deSavanjima smena i deSavanju <S>,
proglasimo za stanja prihvatanja, a ostala stanja za stanja odbijanja, automat ¢e prihvatati
prefikse koji se zavrSavaju u rucki svih sentencijalnih formi iz krajnje desnog izvodenja
proizvoljne gramaticke sentence.

U opstem slucaju dobija se nedeterministicki kona¢ni automat. Odredivanjem ekvivalentnog
deterministickog automata dobija se ujedno i potisna tabela parsera. Stanja automata odgovaraju
simbolima steka parsera (zbog nacina konstrukcije, pojedinim simbolima steka odgovara skup
gramatickih deSavanja). Prazni ulazi tabele automata popunjavaju se akcijom REJECT.

Kontrolna tabela parsera klase LR(0) ima vrste oznacene simbolima steka i kolone oznacene
ulaznim simbolima (gramatickim terminalima) i markerom kraja ulaza. Tabela se popunjava po
vrstama primenom slede¢ih pravila (uzmimo da razmatramo simbol steka X kojem odgovara
skup S gramatickih deSavanja):

a) Ako S sadrzi jedino startno deSavanje, sve kolone se popunjavaju akcijom REJECT, osim
kolone —| koja se popunjava akcijom ACCEPT.

b) Ako S sarzi startno deSavanje i jedno ili viSe deSavanja koja nisu krajnje desna u smenama,
sve kolone se popunjavaju akcijom SHIFT, osim kolone —| koja se popunjava akcijom
ACCEPT.

¢) Ako S sadrzi samo jedno deSavanje koje predstavlja krajnje desno deSavanje u i-toj smeni,
tada se cela vrsta popunjava akcijom REDUCE().

d) Ako je X marker dna steka, ili S sadrzi samo deSavanja koja nisu krajnje desna u smeni, sve
kolone se popunjavaju akcijom SHIFT, osim kolone —| koja se popunjava akcijom
REJECT.

Ako neka vrsta ne potpada pod prethodna pravila, znaci da gramatika nije u klasi LR(0) i da se
za nju ne moze konstruisati LR(0) parser. Pri konstrukciji kontrolne tabele mogu se dogoditi dve
vrste konflikata:

1. Konflikt tipa potisni-svedi nastaje ukoliko pravila propisuju i akciju SHIFT i akciju
REDUCE() za isti ulaz tabele.
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2. Konflikt tipa svedi—svedi nastaje ukoliko pravila propisuju REDUCE akciju, ali za dve
razli¢ite smene, za isti ulaz tabele.
Resenje
Na osnovu relacije OBELOW pravimo tabelu prelaza detektora rucki (SI. 4.1.31).
a (5 )
\ a |

<S> <R>

<S>

<S>

aj

G a | ( <S>,

<S>, 3 | <R>,

<R>,

<S>,

<S>, 3 | <R>;

<R>;

)4

Sl 4.1.31: Potisna tabela LR(0) parsera

S obzirom da je dobijeni automat deterministiki, njegova tabela prelaza je istovremeno i

potisna tabela parsera. Kotrolna tabela parsera prikazana je na Sl. 4.1.32.

<S>
a;
(

<S>,

<R>,

<S>;
<R>3

)4

a ( , ) —
SHIFT SHIFT SHIFT SHIFT REJECT
REJECT REJECT REJECT REJECT ACCEPT
REDUCE (1) | REDUCE (1) | REDUCE (1) | REDUCE (1) | REDUCE (1)
SHIFT SHIFT SHIFT SHIFT REJECT
SHIFT SHIFT SHIFT SHIFT REJECT
REDUCE (2) | REDUCE (2) | REDUCE (2) | REDUCE (2) | REDUCE (2)
SHIFT SHIFT SHIFT SHIFT REJECT
SHIFT SHIFT SHIFT SHIFT REJECT
REDUCE (3) | REDUCE (3) | REDUCE (3) | REDUCE (3) | REDUCE (3)
REDUCE (4) | REDUCE (4) | REDUCE (4) | REDUCE (4) | REDUCE (4)
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Sl 4.1.32: Kontrolna tabela LR(0) parsera

Startni stek: V

REDUCE(1): POP, PUSHT(<S>)
REDUCE(2): POP, POP, POP, PUSHT(<S>)
REDUCE(3): POP, POP, POP, PUSHT(<R>)
REDUCE(4): POP, PUSHT(<R>)

Diskusija

Razmotrimo primer koji ilustruje svojstvo detekcije rucki od strane automata sa Sl. 4.1.31;
krajnje desno izvodenje sentence ( a , a ) iz startnog neterminala u skladu sa zadatom
gramatikom je:

<S> S (<S> <R> = 1 (<S>, <S> <R> = 1 (<S>, <5>) S 1 (<S>, 8) S (2, 2)
1 1 0 1
2 3 4 1 1

Posmatrajmo jednu od sentencijalnih formi koje se pojavljuju u ovom izvodenju, na primer
sentencijalnu formu ( <S>, a ). Simbol a predstavlja rucku, to jest, pojavu desne strane 1. smene
koja je poslednja primenjena u izvodenju posmatrane sentencijalne forme iz prethodne.

Prefiks sentencijale forme koji se zavr§ava ru¢kom je, prema tome,
(<S>.a

Ukoliko ovaj prefiks dovedemo na ulaz detektora rucki, automat ¢e zavrsiti rad u stanju a; koje
je stanje prihvatanja. Sve druge prefikse sentencijalne forme ( <S>, a):

(
(<S>
( <S>7

kao i kompletnu formu, automat odbija.

Zadatak 4.1.13

Projektovati SLR(1) parser za zadatu gramatiku sa startnim simbolom <S>.
1. <S> —>a<A> 4.<A>—>¢
2.<S>—>b<B> 5.<B>—>1<B>00

3.<A> > 1 <A>0 6.<B>—>¢
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Analiza problema

Potisna tabela SLR(1) parsera konstruiSe se na isti nacin kao i kod LR(0) parsera, na osnovu
deterministickog detektora rucki izvedenog iz relacije OBELOW. Pri konstrukciji relacije
OBELOW zanemaruje se postojanje praznih smena u gramatici.

Pri konstrukciji kontrolne tabele SLR(1) tipa uzimaju se u obzir i FOLLOW skupovi
gramatickih neterminala. Vrste kontrolne tabele odgovaraju pojedinim simbolima steka
odredenim prilikom konstrukcije potisne tabele. Kolone tabele odgovaraju pojedinim ulaznim
simbolima i markeru kraja ulazne sekvence. Ulaz kontrolne tabele u vrsti obelezenoj stek
simbolom Q, kome odgovara skup deSavanja S, i koloni obeleZenoj ulaznim simbolom z
popunjava se primenom jednog od sledecih pravila:

a) Ako S sadrZi startno deSavanje, a z je marker kraja, akcija je ACCEPT.

b) Ako z nije marker kraja, a ulaz potisne tabele u vrsti Q i koloni z nije REJECT, akcija je
SHIFT.

¢) Ako S sadrzi krajnje desno deSavanje neke smene p sa neterminalom <X> na levoj strani i z
€ FOLLOW(<X>), akcija je REDUCE(p).

d) (Ukoliko gramatika sarzi prazne smene) Ako je q prazna smena sa neterminalom <X> na
levoj strani, vazi da je z € FOLLOW(<X>) i ulaz potisne tabele u vrsti Q i koloni <X> nije
REJECT, akcija je REDUCE(q).

e) Ukoliko neki od ulaza tabele ne potpada pod pravila od a) do d), popunjava se akcijom
REJECT

Ukoliko pravila od a) do d) za neki od ulaza postavljaju konfliktne zahteve, gramatika ne
pripada klasi SLR(1). Iz potisne tabele moguce je ukloniti vrste koje sadrze isklju¢ivo REJECT
akcije, jer se takve vrste nikada ne konsultuju u akcijama iz kontrolne tabele.

ReSenje

Prvo racunamo OFIRST skupove za gramati¢ka deSavanja simbola kao da nema praznih smena:
OFIRST (<S>¢) = {<S>¢, a;, by}
OFIRST (a;) = {a;}
OFIRST (<A>)) = {<A>, 15}
OFIRST (by) = {b,}
OFIRST (<B>;) = {<B>;, 15}
OFIRST (13) = {15}
OFIRST (<A>;) = {<A>;, 13}
OFIRST (05) = {05}
OFIRST (15) = {15}
OFIRST (<B>s5) = {<B>s, 15}
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OFIRST (0s,) = {05}
OFIRST (0s,) = {0s,}

Napomena: U 4. i 6. smeni nema gramatickih deSavanja. U 5. smeni prvo deSavanje simbola 0

oznadili smo sa 0s, a drugo sa Os,.

Relacija OBELOW prikazana je na Sl. 4.1.33.

<S>,
a
<A>,
by
<B>,
13
<A>;3
05
L5
<B>s
05 1

<S>, a; <A> b, <B> 13 <A>; 03 15 <B>; 05, Os,
1 1 1
1 1
1 1
1 1
1
1 1
1
1

Sl. 4.1.33: Relacija OBELOW

1z tabele prelaza detektora rucki sa Sl. 4.1.34 (leva strana tabele do dvostruke linije) se vidi da
je u pitanju deterministicki automat koji ujedno predstavlja i potisnu tabelu (prazni ulazi
odgovaraju akciji REJECT).

Odredujemo FOLLOW skupove neterminala:

FOLLOW (< S >)={—}

FOLLOW (< A>)={—], 0}
FOLLOW (< B >)={—,0}.

Kontrolna tabela prikazana je na Sl. 4.1.34 (desno od dvostruke linije).

<S> <A> <B> a b 1 0 a b 1 0 —
V <S> a; | b, SHIFT|SHIFT
<S>y ACCEPT
a <A>, 1 SHIFT| REDUCE(4) [REDUCE(4)
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<A> REDUCE(1)
b, <B>, Is SHIFT| REDUCE(6) [ REDUCE(6)
<B>, REDUCE(2)
15 <A>; 15 SHIFT| REDUCE(4) [REDUCE(4)
<A>;3 0, SHIFT

03 REDUCE(3) |REDUCE(3)
1s <B>;s Is SHIFT| REDUCE(6) [ REDUCE(6)
<B>; (U SHIFT

0s1 0s, SHIFT

0s, REDUCE(5) | REDUCE(5)

Sl 4.1.34: Potisna i kontrolna tabela parsera
Startni stek: V
REDUCE(1): POP, POP, PUSHT(<S>) REDUCE(4): PUSHT(<A>)
REDUCE(2): POP, POP, PUSHT(<S>) REDUCE(5): POP, POP, POP, POP, PUSHT(<B>)
REDUCE(3): POP, POP, POP, PUSHT(<A>)  REDUCE(6): PUSHT(<B>)

Diskusija

Razmotrimo rad parsera za legalnu ulaznu sekvencu b:

stek ulaz operacija

1.V b— SHIFT

2. Vb, — REDUCE (6)

3. Vby<B >, — REDUCE (2)

4. V<S>, — ACCEPT

Rad parsera za slu¢aj neispravnog ulaznog niza b0:
stek ulaz operacija

1.V b0— SHIFT

2. Vb, 0— REDUCE (6)

3. Vb<B >, 0— REJECT

Primetimo da je REJECT mogao do¢i ve¢ u koraku 2. Kako je FOLLOW (<B>) = {—| , 0}
otuda je u tim kolonama (za —| i 0) data operacija REDUCE(6). Poboljsanje algoritma
popunjavanja kontrolne tabele je da se posmatra FOLLOW skup za pojedine gramaticke pojave:

FOLLOW (<B>s) = {0}
FOLLOW (<B>,) = {— }.

Celije u kontrolnoj tabeli (b,, 0) i (15, —| ) bile bi u tom slu¢aju popunjene akcijom REJECT $to
bi omogucilo brzu detekciju neispravne ulazne sekvence, a to je od znacaja za evenualni
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oporavak parsera od greSke. Razmatranje koje smo sproveli je u osnovi konstrukcije parsera za
Sire klase LR gramatika — LALR(i) i LR(i), i>1.

Zadatak 4.1.14

a) Za gramatiku
1.<S§> > <A>a
2. <A>— <S>b<B>
3.<A>—>¢
4.<B>—><A>b
5.<B>—>c
sa startnim simbolom <S> konstruisati SLR(1) prepoznavac.

b) Prikazati rad prepoznavaca iz tacke a) za ulaznu sekvencu abca.

Resenje

a)

Racunamo OFIRST skupove gramatickih deSavanja:
OFIRST(<S>) = {<S>, <A>, <S>,}
OFIRST(<A>) = {<A>, <S>}
OFIRST(a;) = {a;}

OFIRST(<S>,) = {<S>,, <A>,}

OFIRST(b,) = {b,}

OFIRST(<B>,) = {<B>,, <A>,, cs, <S>, <A>}
OFIRST(<A>;) = {<A>,, <A>|, <S>,}
OFIRST(b,) = {b4}

OFIRST(cs) = {cs}

Relacija OBELOW prikazana je na Sl. 4.1.35, a odgovaraju¢i nedeterministicki detektor rucki
na Sl. 4.1.36.

<S>, <A>, a; <S>, b, <B>, <A>, by Cs

<S>,

<A>| 1

aj
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<S>, 1

b, 1 1 1 1 1

<B>,

<A>, 1

by

Cs

Sl. 4.1.35: Relacija OBELOW

<S> <A> <B> a b c

<S>,

<A>, a

a

<S>, b,

b, <S>, <A>,<A>, | <B>, Cs

<B>,

<A>, by
b,

Cs

\v4 <S>, <S>, <A>,

SI. 4.1.36: Nedeterministi¢ki detektor rucki

Deterministicki ~ detektor  rucki, dobijen procedurom  konstrukcije  ekvivalentnog
deterministickog automata na osnovu zadatog nedeterministiCkog automata, prikazan je na Sl.
4.1.37. To je ujedno i potisna tabela parsera.

<S> <A> <B> a b c
V| {<8>0,<S>,} <A>,
<S>, = {<S>(,<S>,} b,
<A> a,
a4
<S>, b,
b, <S>, {<A>|,<A>,} <B>, Cs
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<B>,
<A> = {<A>|,<A>,) a; | by
by

Cs

SI. 4.1.37: Deterministi¢ki detektor rucki

Odredimo sada FOLLOW skupove:
FOLLOW(<S>) = {b,—{}
FOLLOW(<A>) = {a, b}
FOLLOW(<B>) = FOLOW(<A>) = {a, b}

Ovi skupovi odreduju smestaj REDUCE akcija u kontrolnoj tabeli parsera, prikazanoj na SI.

4.1.38. Za pravila popunjavanja kontrolne tabele SLR(1) parsera videti Zadatak 4.1.13.

<S>
<A>
aj
<S>,
b,
<B>,
<A>
by

Cs

Startni stek: V

a b c —
REDUCE(3) | REDUCE(3)
SHIFT ACCEPT
SHIFT
REDUCE(1) REDUCE(1)
SHIFT
REDUCE(3) | REDUCE(3) | SHIFT
REDUCE(2) | REDUCE(2)
SHIFT SHIFT
REDUCE(4) | REDUCE(4)
REDUCE(5) | REDUCE(S)

REDUCE(1): POP, POP, PUSHT(<S>)

REDUCE(2): POP, POP, POP, PUSHT(<A>)

REDUCE(3): PUSHT(<A>)

b)

SlI. 4.1.38: Kontrolna tabela SLR(1) parsera

REDUCE(4): POP, POP, PUSHT(<B>)

Rad parsera na prepoznavanju ulazne sekvence abca:

stek
\Y%

ulaz

abca—]

akcija

REDUCE(5): POP, PUSHT(<B>)

REDUCE(3)
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V<A>, abca—] SHIFT
V<A>a, bea—] REDUCE(1)
V <S>, bea—] SHIFT

V <S>, b, ca—] SHIFT

V <S>, bycs a—] REDUCE(5)
V <S>, b,<B>, a—] REDUCE(2)
V<A>, a—] SHIFT
V<A>a, — REDUCE(1)
V <S>, — ACCEPT

Zadatak 4.1.15

Napisati gramatiku koja je
a) LL(1) ali nije LR(0)
b) LR(0) ali nije LL(1)
¢) LL(1) ali nije SLR(1).

Resenje

a) ReSenje predstavlja bilo koja LL(1) gramatika sa praznom smenom, s obzirom da LR(0)
gramatike ne poseduju prazne smene, na primer:

1. <S>>a
2. <S>—>¢
b) Resenje predstavlja bilo koja LR(0) gramatika sa levom rekurzijom, na primer:
l. <S>—>»<S>a SELECT(1) = {a}
2. <S>—>a SELECT(2) = {a}

¢) Svaka LL(1) gramatika jeste i LR(1) gramatika, ali ne nuzno i SLR(1) gramatika. Dok se
kod LR(1) gramatika pri svodenju rucke na neki neterminal <A> gleda tacan kontekst u
kome se neterminal <A> javlja, kod SLR(1) gramatika stvar se upro$¢ava kori§¢enjem
skupa FOLLOW(<A>). Sledi primer LL(1) gramatike u kome se <A> javlja dva puta u
razli¢itom kontekstu — prvo desavanje je prac¢eno terminalom a, a drugo terminalom b.

1. <S> <A>a<A>b SELECT(1) = FIRST(<A>) U {a} = D U {a} = {a}
2. <S>>b SELECT(2) = {b}

3. <A>>e¢ SELECT(3) = FOLLOW(<A>) = {a, b}

Vazi da je OFIRST(<S>) = {<S>;, <A>|, b,}, odnosno:
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(1) V OBELOW <S>,
(2) V OBELOW <A>,
(3) V OBELOW b,

Iz (3) sledi da se ulaz kontrolne tabele u vrsti V i koloni b popunjava akcijom SHIFT. S
druge strane, s obzirom na (2) i Cinjenicu da je FOLLOW(<A>) = {a, b}, sledi da ulaze
kontrolne tabele u vrsti V i kolonama a i b treba popuniti akcijom REDUCE(3). Prema
tome, u kontrolnoj tabeli javlja se “potisni—svedi” konflikt u vrsti V i koloni b.

Diskusija

Za gramatiku iz tacke c) konflikt se neée javiti kod LR(1) parsera gde se za smesStaj
REDUCE(3) akcija u vrsti V posmatra tacan kontekst, a to je prvo deSavanje simbola <A> u

prvoj smeni, tako da se samo kolona a popunjava sa REDUCE(3).

4.1.3. Optimizacija parserskih tabela

Zadatak 4.1.16

Data je slede¢a gramatika:

1. <BE>—><E>+<T>

<E> - <T>

<T> - <T> * <pP>

<P>— (<E>)

<P>—>a

2
3
4. <T>-><P>
5
6

Kontrolna tabela za datu gramatiku, konstruisana metodom potisni-identifikuj, prikazana je na

SI. 4.1.39.
+ * a ( ) +
<E> | SHIFT | REJECT | REJECT | REJECT | SHIFT ID-1
<> [ D2 SHIFT | REJECT | REJECT | ID-2 ID-2
<p> ID-3 ID-3 REJECT | REJECT | ID-3 ID-3
+ | REJECT | REJECT | SHIFT SHIFT | REJECT | REJECT
* | REJECT | REJECT | SHIFT SHIFT | REJECT | REJECT
a D4 ID4 | REJECT | REJECT | ID4 ID-4
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( REJECT | REJECT SHIFT SHIFT REJECT | REJECT
) ID-5 ID-5 REJECT | REJECT ID-5 ID-5
\% REJECT | REJECT SHIFT SHIFT REJECT | REJECT

Startni stek: V

SHIFT: PUSH(teku¢i ulaz), ADVANCE
if (vrh steka = V<E>)

ID-1:

end if

end if

Sl 4.1.39: Kontrolna tabela parsera potisni—identifikuj

then ACCEPT
else REJECT

if (vrh steka = <E>+<T>)

then REDUCE(1)
else REDUCE(2)

ID-3: if (vrh steka = <T>*<P>)
then REDUCE(3)
else REDUCE(4)

end if

ID-4: REDUCE(6)

ID-5:  if (vrh steka = (<E>) )
then REDUCE(S)
else REJECT

end if

Smanjiti datu kontrolnu tabelu primenom funkcija prvenstva.

Analiza problema

Veli¢ina kontrolne tabele za masinu potisni-identifikuj moze se, u nekim slucajevima, smanjiti
primenom funkcija prvenstva. Neka je f(x) ceo broj koji je pridruzen simbolu steka x, a g(y) ceo
broj koji je pridruzen ulaznom simbolu y. Uo¢imo da su terminalnim simbolima pridruZene po
dve vrednosti (pos§to su oni istovremeno i ulazni simboli i simboli steka). Pretpostavimo da za
simbol steka x i ulazni simbol y vazi f(x) < g(y) kadgod su oni povezani relacijom x BELOW y.
Pretpostavimo, takode, da kad god postoji relacija x REDUCED_BY vy, vazi f(x) > g(y). Tada
kontrolna tabela parsera moze da bude zamenjena tabelama funkcija prvenstva fi g.

ReSenje

Relacije BELOW i REDUCED_BY za zadatu gramatiku prikazane su na Sl. 4.1.40 i S1. 4.1.41,

respektivno.
+ a ( ) <E> <T> <p>
+ 1 1 1 1
* 1 1 1
a
( 1 1 1 1 1
)
<E> 1 1
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<T> 1
<p>
\% 1 1
Sl. 4.1.40: Relacija BELOW
+ * a ( ) +
+
*
a 1 1 1 1
(
) 1 1 1 1
<E>
<T> 1
<p> 1 1 1 1

Sl. 4.1.41: Relacija REDUCED BY

Na osnovu analize problema, ako vazi
x BELOW y

tada je f(x)<g(y), odnosno ako je
x REDUCED_BY'y

onda je f(x)>g(y). Odavde sledi da za slucaj REJECT vazi
f(x)=g(y).

Medutim, ovakav pristup moze dovesti do toga da se ne moZze naéi funkcija prvenstva. Imajuci
na umu da sadrzaj steka spojen s preostalim delom ulazne sekvence predstavlja sentencijalnu
formu u krajnjem desnom izvodenju, nikakva kombinacija operacija SHIFT i REDUCE ne
moze prevesti ulaznu sentencu u startni neterminal ako ona ne pripada jeziku definisanom
datom gramatikom. Polazeéi od ovog stava, nema nikakve prepreke da se u ulazne kontrolne
tabele umesto REJECT stavi SHIFT; parser ¢e, istina, pri obradi neke sekvence, potrositi vise
vremena, ali ¢e raditi ispravno jer se ne¢e moci izvrsiti odgovarajuce svodenje koje bi dovelo do
startnog neterminala. Na osnovu ovoga, kontrolna tabela dobija sledeci oblik:

+ * a ( ) .

<E> | SHIFT | SHIFT | SHIFT | SHIFT | SHIFT | ID-1

<T> ID-2 SHIFT | SHIFT | SHIFT ID-2 ID-2
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<P> ID-3 ID-3 SHIFT | SHIFT ID-3 ID-3

+ SHIFT | SHIFT | SHIFT | SHIFT | SHIFT | ID-6
* SHIFT | SHIFT | SHIFT | SHIFT | SHIFT | ID-6
a ID-4 ID-4 SHIFT | SHIFT D4 ID-4
SHIFT | SHIFT | SHIFT | SHIFT | SHIFT | ID-6

ID-5 ID-5 SHIFT | SHIFT ID-5 ID-5

<] ~ ~

SHIFT | SHIFT | SHIFT | SHIFT | SHIFT | ID-6

Sl. 4.1.42: Modifikovana kontrolna tabela
U koloni za simbol + ulazi koji sadrze REJECT su zamenjeni sa ID-6 iz istih razloga zbog kojih
je REJECT zamenjeno sa SHIFT. Izgled ove akcije je:
ID-6: REJECT
Princip odredivanja funkcija prvenstva je sada jednostavan:

e ako ulaz u kontrolnoj tabeli definisan parom (x,y) sadrzi SHIFT, odabrati f(x) i g(y) tako da
vazi f(x) < g(y).

e ako ulaz u kontrolnoj tabeli definisan parom (x,y) sadrzi IDENTIFY, odabrati f(x) i g(y)
tako da vazi f(x) > g(y).

Posmatrajmo prvo kolonu za y = +; u njoj su samo identifikacione rutine, te g(+) moramo da
izaberemo tako da za svako x vazi

f(x) > g(+)

Neka je, stoga, g(+) = 0. Na isti na¢in, posmatrajmo kolone koje su popunjene samo sa SHIFT.
ZakljuCujemo da za svako x mora da vazi f(x)<g(a) i f(x) <g((). Stoga stavljamo da je

g@) =g =b.

Analizirajmo sada redove za simbole steka: <E>, +, *, (i V. Vidi se da treba da bude f(x) >0 i
f(x) < g(y) za svako y. Stoga, stavljamo:

f<KE>) ={H)=1f*)=f(0=1f(V)=1

Na osnovu ulaza za x = <T> iy = * vidimo da treba da vazi f(<T>) < g(*); s druge strane, treba
da je f(<T>) > g(+) i f(<T>) > g()). Imajuci to u vidu, stavljamo:

g =g0) =2, f(<T>) =3, g(*) = 4

Preostaje da se odrede vrednosti funkcije prvenstva za simbole steka a, ) i <P>. Za njih mora da
vazi f(x) > g(+), f(x) > g(*), f(x) < g(a) i f(x) > g()), pa je razumljiv izbor:

f(<P>) =f(a) =f()) =5
Tabela funkcija prvenstva izgleda sada ovako:

stek simboli
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X <E> <T> <p> + * a ( ) \Y

f(x) 1 3 5 1 1 5 1 5 1

ulazni simboli

y + * a ( ) +

g(y) 2 4 6 6 2 0

Parser funkcionise sada prema slede¢em algoritmu:

repeat
Naci f(x) za tekuéi simbol steka i g(y) za tekuci ulazni simbol;
if (f(x) <g(y))
then SHIFT y
else case x of
<E>: ID-1

end case
end if
until false

1zlaz algoritma je ACCEPT ili REJECT u odgovaraju¢im IDENTIFY rutinama.

Diskusija

Ostavlja se ¢itaocu da na osnovu kontrolne tabele, relacija BELOW i REDUCED BY sacini
program koji bi automatski izracunavao funkcije prvenstva i generisao upravljacki program.

4.2. Konfiguracioni pristup

Zadatak 4.2.1

Za datu gramatiku konstruisati

a) LR(0)

b) SLR( 1)

parser konfiguracionim metodom.

1.<S>—>a
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2.<8> — (<S> <R>
3.<R> >, <S> <R>

4. <R>—)

Analiza problema

LR(0) konfiguracija predstavlja proizvoljnu gramaticku smenu dopunjenu simbolom e na
pocetku desne strane smene ili na njenom kraju ili izmedu bilo koja dva simbola na desnoj
strani. Na primer, 2. smeni date gramatike odgovaraju slede¢e konfiguracije:

<S> — o (<S> <R> <S> — (e <S><R>
<S> — (<S> e <R> <S> (<S><R>e

Konfiguracije sa tackom na pocetku nazivaju se konfiguracije zatvaranja, ostale konfiguracije
nazivaju se baziénim. Bazi¢nim konfiguracijama jednozna¢no odgovaraju deSavanja
gramatickih simbola (Zadatak 4.1.11). Na primer, konfiguraciji <S> — (e <S> <R> odgovara
deSavanje  (,, konfiguraciji <S> — (<S>e<R> deSavanje <S>,, a konfiguraciji
<S> — ( <S> <R> e odgovara deSavanje <R>,.

Praznoj smeni <X> — ¢, ukoliko se pojavljuje u gramatici, odgovara jedna konfiguracija, u
oznaci <X> — g @ ili <X> — e,

Iz potrebe da se uniformisu pravila konstrukcije karakteristicnog automata i parserskih tabela,
uvek se uvodi poseban startni neterminal i gramatika prosiruje smenom rednog broja nula, na
¢ijoj se desnoj strani nalaze startni neterminal originalne gramatike i marker kraja ulazne
sekvence:

0. <S™>-—<S>—]

Modifikovana gramatika opisuje sekvence koje pripadaju jeziku originalne gramatike,
produzene markerom kraja.

Stanjima karakteristicnog LR(0) automata (detektora rucki) odgovaraju skupovi LR(0)
konfiguracija, a ulazi automata odredeni su simbolima proSirene gramatike. Algoritam
konstrukcije karakteristicnog LR(0) automata glasi:

Izracunati skup konfiguracija startnog stanja Sy := ClosureQ {<S’> — e <S> —| }.
Oznaciti vrstu tabele prelaza sa V. Ovoj vrsti odgovara skup S,.
while (postoji oznacena, nepopunjena vrsta V tabele prelaza)
Neka je S skup konfiguracija koji odgovara vrsti V.
for ( VX iz skupa gramatickih simbola)
S, = Goto0(S, X);
if ( Sy se ne poklapa sa skupovima stanja veé prisutnih u tabeli)
then Dodati tabeli prelaza vrstu V, kojoj odgovara skup S;.
Napomena: Oznaka vrste jednaka je gramatickom desavanju koje
odgovara bazicnoj konfiguraciji iz skupa S;. Ako u S; ima vise
bazicnih konfiguracija, sve one odgovaraju razlicitim gramatickim
desavanjima istog simbola, pa se u oznacavanju vrste upotrebljava
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taj simbol sa alfanumerickim indeksom koji sluzi da se ovo stanje u
tabeli jednoznacno identifikuje.
end if;
popuniti ulaz u vrsti V i koloni X sa Vy;
end for;
end while;

U gornjoj proceduri koriste se pomoc¢ne funkcije Closure0 i GotoO. Operacija Closure0 zadati
skup bazi¢nih konfiguracija dopunjava (zatvara) odgovarajuéim konfiguracijama zatvaranja,
dok Goto0 izraCunava novo stanje u koje se prelazi iz datog stanja pod datim ulaznim
simbolom. Algoritmi ovih operacija glase:

function ClosureO(ulaz: skup bazi¢nih konfiguracija S) rezultat: skup konfiguracija;
Inicijalno S” :=S;
for (VK € )
if (u konfiguraciji K tacka se nalazi ispred neterminala <X>)
then for (V smenu P)
if (P je oblika <X>— a)
Napomena: o je proizvoljan niz znakova)
then S’ =S’ U {<X> > e qa};
end if}
end for;
end if
end for;
return S’;
end function Closure0;
function GoToO(ulaz: skup konfiguracija S; simbol X) rezultat: skup konfiguracija;
Inicijalno S’ := J;
for (VK € S)
if (K je oblika <Y> — o e X f3)
Napomena: o i  proizvoljne sekvence
then S’ =S’ U {<KY> > a X e 3}
end if}
end for;
return Closure(0(S’);
end function GoTo0;

Operacije Closure0 i GotoO graficki su predstavljene na Sl. 4.2.1. Za svaku konfiguraciju oblika
<X>— o ® Y B u zadatom stanju, operacija GotoO dodaje konfiguraciju oblika <X> —>a Y e 3
u novo stanje za koje se prelazi po zadatom simbolu Y. Za svaku konfiguraciju oblika
<X>—>vye<Y>d u zadatom stanju, operacija Closure0 u isto stanje dodaje po jednu
konfiguraciju oblika <Y> — e o, za svaku smenu sa neterminalom <Y> na levoj strani smene.
Postupak dodavanja konfiguracija se iterativno ponavlja, dakle ako je dodata konfiguracija
oblika <Y> — e <Z>f};, tada ¢e u narednoj iteraciji biti dodate i sve konfiguracije oblika
<Z>—> ey, i tako dalje, sve dok se ne obrade sve konfiguracije postoje¢e i dodate
konfiguracije iz zadatog stanja.
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Goto0
- v
<X>->ae¥Yp > <X>—>o0Yef
Closure0
iterativno <X> — e <Y>q;
<X>—>ye<Y>$ <Y> - o <Z>f;
<Y>—> eq <Z>->ey
Dodato
<Y>—> eq,

Sl 4.2.1: Operacije GotoO i Closure(

Dobijeni automat je deterministicki, tako da njegova tabela prelaza istovremeno predstavlja
potisnu tabelu LR(0) parsera.

Vrste kontrolne tabele LR(0) parsera odgovaraju pojedinim stanjima karakteristicnog automata,
a postoji samo jedna kolona jer se tekué¢i ulaz uopsSte ne razmatra pri izboru sledece akcije
LR(0) parsera — ovo je posledica potiskivanja markera kraja ulaza na stek. Pravila popunjavanja
LR(0) kontrolne tabele na osnovu karakteristicnog automata su sledeca (razmatra se ulaz u vrsti
V, kojoj odgovara skup konfiguracija S):

1. Ako S sadrzi konfiguraciju oblika <X> — o e x [, odnosno tacka se nalazi ispred
terminalnog simbola, ulaz treba popuniti akcijom SHIFT.

2. Ako S sadrzi konfiguraciju oblika <Y> — vy e, odnosno tacka se nalazi na kraju desne
strane, ulaz treba popuniti akcijom REDUCE(<Y> — 7y). Izuzetno, ako se radi o nultoj
smeni, akcija je ACCEPT.

3. Vrste koje nisu pokrivene ni 1. ni 2. pravilom treba da sadrze akciju REJECT.

Ukoliko gornja pravila na jednoznacan naéin odreduju akciju za svaki ulaz kontrolne tabele,
gramatika pripada klasi LR(0). U suprotnom, moze do¢i do konflikata tipa potisni—svedi i
svedi—svedi, §to znaci da se gramatika ne moze deterministicki parsirati LR(0) parserom.

ReSenje
a)

Graf prelaza karakteristicnog LR(0) automata prikazan je na Sl. 4.2.2. U stanjima su navedeni
odgovarajuéi skupovi konfiguracija, a simbolicke oznake pojedinih stanja su zaokruzene. Na
slici SI. 4.2.3 prikazane su tabela prelaza ovog automata koja istovremeno predstavlja potisnu
tabelu parsera, kao i kontrolna tabela parsera. Gramatika jeste u klasi LR(0).
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@ s 0 . b

<S> se<S>| [P <S><Sve| [P <> <S> e
<S> > eg
<S> —» e (<S><R> @
‘—aP a @
o S>—>ae 4 <S> 5 (<S><R>e
<S>
@ & A
<S> — (e <S><R> <S> <S> — (<S> e <R> O
<S> 3 ea —» <R>—> o,<S><R> ) )4
<S> — o (<S><R> <R>— o) B <R>-—>)e
L], @&l &
<R> —>, o <S><R> / <S> p| <R>—>,<S>e<R>
<S> > eaq <R>— o, <S><R>
<S> > o (<S><R> 4’— <R> — o)

<R> >, <S><R> e

Sl 4.2.2: Karakteristicni LR(0) automat

Diskusija

Ovako konstruisan parser, za razliku od parsera dobijenog na osnovu relacije OBELOW,
potiskuje marker kraja ulaza na stek; osim ovoga, dobijena tabela treba da je identicna tabeli za
istu gramatiku konstruisanoj po relacionom modelu. Potiskivanje markera kraja na stek
omogucava kompletiranje rucke nulte smene <S’> — <S> —| i uniformnu formulaciju pravila
konstrukcije parserskih tabela.

Moguce je eliminisati simbol steka —| o 1 odgovarajuéu vrstu u potisnoj i kontrolnoj tabeli, a u
vrstu <S>; kontrolne tabele staviti akciju ACCEPT, pod uslovom da stanje <S>,
karakteristicnog automata sadrzi samo jednu konfiguraciju. Ovo nije ispunjeno za sledecu
gramatiku, na primer:

0. <S> <S>—

1. <S8>—><S>a

2. <S>->b

kod koje stanje <S>, sadrzi skup konfiguracija {<S’>—><S>o—| , <S> —> <S>ea}, pa bi
opisano uproscenje kontrolne tabele eliminisalo moguénost prepoznavanja prve smene.

: ) a —
\Y% <S>0 (2 aq SHIFT
<S> —, SHIFT

<S> <R> (
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—o ACCEPT
REDUCE(1)
<S> G a SHIFT
<S>, <R>, ,3 ) SHIFT
<R>, REDUCE(2)
S>3 G ay SHIFT
<S>, <R>, .3 s SHIFT
<R>; REDUCE(3)
REDUCE(4)
potisna tabela LR (0) kontrolna tabela
Sl 4.2.3: LR(0) parser
b)
Analiza problema

Potisna tabela SLR(1) parsera identi¢na je potisnoj tabeli LR(0) parsera. Vrste kontrolne tabele
SLR(1) parsera odgovaraju pojedinim stanjima karakteristicnog automata, a kolone pojedinim
ulaznim simbolima gramatike proSirene 0. smenom. Pravila popunjavanja SLR(1) kontrolne
tabele na osnovu karakteristicnog LR(0) automata i FOLLOW skupova gramatickih neterminala
su sledeca (razmatra se ulaz u vrsti V, kojoj odgovara skup konfiguracija S i koloni x):

1.

3.

Ako S sadrzi konfiguraciju oblika <X>— o e x 3, odnosno tacka se nalazi ispred
terminalnog simbola x, ulaz treba popuniti akcijom SHIFT.

Ako S sadrzi konfiguraciju oblika <Y> — y e, odnosno tacka se nalazi na kraju desne
strane, a vazi da je x e FOLLOW(<Y>), tada wulaz treba popuniti akcijom
REDUCE(<Y> — v). Izuzetno, ako se radi o nultoj smeni, akcija je ACCEPT.

Vrste koje nisu pokrivene ni 1. ni 2. pravilom treba da sadrze akciju REJECT.

Ukoliko gornja pravila na jednoznacan nacin odreduju akciju za svaki ulaz kontrolne tabele,
gramatika pripada klasi SLR(1). U suprotnom, moze do¢i do konflikata tipa potisni—svedi i
svedi—svedi, §to znaci da se gramatika ne moze deterministicki parsirati SLR(1) parserom.

ReSenje

Odredimo FOLLOW skupove neterminala pro§irene gramatike:

FOLLOW (<8™>) = { —|}
FOLLOW (<S$>)={,) — }
FOLLOW (<R>)={,)— }
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Na osnovu ovoga i automata sa Sl. 4.2.2 odredujemo kontrolnu tabelu (S1. 4.2.4). Gramatika

jeste klase SLR(1).
( , ) a —
\% SHIFT SHIFT
<S> SHIFT
—o ACCEPT
a REDUCE(1) REDUCE(1) REDUCE(1)
G SHIFT SHIFT
<S> SHIFT SHIFT
<R>, REDUCE(2) REDUCE(2) REDUCE(2)
) SHIFT SHIFT
<S> SHIFT SHIFT
<R>; REDUCE(3) REDUCE(3) REDUCE(3)
) REDUCE(4) REDUCE(4) REDUCE(4)
Sl. 4.2.4: Kontrolna tabela SLR(1) parsera
Zadatak 4.2.2

Za datu gramatiku konstruisati
a) LR(1)
b) LALR(1)

parser konfiguracionim metodom.

1. <S> <A><S> 5. <B>—>a<D>
2. <S>->c¢ 6. <C>—>a<D>
3. <A>—><B>b<B>c 7. <D>—>¢

4., <A>-><C>c<B>

Analiza problema

LR(1) konfiguracije definiSu se kao uredeni par u kome prva komponenta predstavlja LR(0)
konfiguraciju, a druga, takozvana predikciona (engl. lookahead) komponenta, terminalni simbol
gramatike koja je proSirena nultom smenom kao §to je opisano u prethodnom zadatku.
Predikciona komponenta x konfiguracije <A>— o e 3, x oznacava jedan od mogucih tekucih
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ulaznih simbola u trenutku rada parsera kada se na vrhu steka kompletira rucka smene
<A> — af.

Navedimo za primer Cetiri LR(1) konfiguracije za datu gramatiku sa istom prvom komponentom

<S> > e <A><S> a <S> > e <A><S>b
<S> > e <A><S>, ¢ <S> — o <A> <S>, —]
Skup koji sadrzi navedene Cetiri konfiguracije moze se krace obeleziti sa:
<S> > ¢ <A><S>, {a,b,c,—}
pri ¢emu {a, b, c, —| } nazivamo predikcioniom skupom.

Stanjima karakteristicnog LR(1) automata (detektora rucki) odgovaraju skupovi LR(1)
konfiguracija, a ulazi automata odredeni su simbolima proSirene gramatike. Algoritam
konstrukcije karakteristicnog LR(1) automata glasi:

Izracunati skup konfiguracija startnog stanja S, := Closurel {<S’> — & <S> —| , D},
Oznaciti vrstu tabele prelaza sa V. Ovoj vrsti odgovara skup S,.
while (postoji oznacena, nepopunjena vrsta V tabele prelaza)
Neka je S skup konfiguracija koji odgovara vrsti V.
for (VX iz skupa gramatickih simbola)
S| := Gotol (S, X);
if ( S; se ne poklapa sa skupovima stanja ve¢ prisutnih u tabeli)
then Dodati tabeli prelaza vrstu V, kojoj odgovara skup S;.
Napomena: Vrste se simbolicki oznacavaju prema prvim
komponentama konfiguracija, po istim pravilima kao kod
LR(0) parsera. Dodatno, ukoliko su dva stanja identicna kada
se posmatraju samo prve komponente konfiguracija, moguce
Je upotrebiti istu oznaku i donji indeks indeks, a razlikovati po
gornjem indeksu, na primer, a,’ i a,”.
end if}
popuniti ulaz u vrsti V i koloni X sa V7;
end for;
end while;

U gornjoj proceduri koriste se pomoéne funkcije Closurel i Gotol. Operacija Closure0 zadati
skup bazi¢nih konfiguracija dopunjava (zatvara) odgovarajuéim konfiguracijama zatvaranja,
dok Gotol izraCunava novo stanje u koje se prelazi iz datog stanja pod datim ulaznim
simbolom. Algoritmi ovih operacija glase:

function Closurel( ulaz: skup bazi¢nih konfiguracija S) rezultat: skup konfiguracija;
Inicijalno S” :==S;
for (VK € S)
if (K je oblika <Y> — o e <X>f3, t)
then for ( Vsmenu P)
if (P je oblika <X> —v)
Napomena: o, B i ysu proizvoljne sekvence simbola)
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then if (B je ponistiva sekvenca)
then Dodati u S’ sve konfiguracije oblika
<X>—> ey,ugdeu e FIRST(B) U {t}
else Dodati u S’ sve konfiguracije oblika
<X>— e y,ugde u € FIRST(p).

end if}
end if;
end for;
end if}
end for;
return S’;

end function Closurel;

function GoTol( ulaz: skup konfiguracija S; simbol X) rezultat: skup konfiguracija;
Inicijalno S’ := J;
for (VK € S)
if (K je oblika <Y>—> o e X 3, 1)
Napomena: ai 3 proizvoljne sekvence
t je proizvoljan terminal
then S’ =S’ U {<KY> > a X ef, t}
end if}
end for;
return Closurel(S’);
end function GoTol;

Dobijeni automat je deterministicki, tako da njegova tabela prelaza istovremeno predstavlja
potisnu tabelu LR(1) parsera.

Vrste kontrolne tabele LR(1) parsera odgovaraju pojedinim stanjima karakteristicnog automata,
a kolone pojedinim ulaznim simbolima gramatike proSirene 0. smenom. Pravila popunjavanja
LR(1) kontrolne tabele na osnovu karakteristicnog LR(1) automata su sledeca (razmatra se ulaz
u vrsti V, kojoj odgovara skup konfiguracija S i koloni x):

1. Ako S sadrzi konfiguraciju oblika <X>—> c.ex f3,t odnosno tacka se nalazi ispred
terminalnog simbola x, ulaz treba popuniti akcijom SHIFT. Izuzetno, ako se radi o nultoj
smeni i konfiguraciji <S> — <S> e —| , akcija je ACCEPT.

2. Ako S sadrzi konfiguraciju oblika <Y> — y e, x odnosno tacka se nalazi na kraju desne
strane, a predikciona komponenta je x, tada wulaz treba popuniti akcijom
REDUCE(<Y> — 7).

3. Vrste koje nisu pokrivene ni 1. ni 2. pravilom treba da sadrze akciju REJECT.

Ukoliko gornja pravila na jednoznacan nacin odreduju akciju za svaki ulaz kontrolne tabele,

gramatika pripada klasi LR(1). U suprotnom, moze do¢i do konflikata tipa potisni—svedi i

svedi—svedi, §to znaci da se gramatika ne moze deterministicki parsirati LR(1) parserom.

ReSenje

a)




272

4. Sintaksna analiza od dna ka vrhu

Na SI. 4.2.5 prikazan je karakteristicni LR(1) automat za zadatu gramatiku pro$irenu nultom
smenom. Potisna i kontrolna tabela LR(1) parsera prikazane su na Sl. 4.2.6. Prazni ulazi u
tabelama predstavljaju akciju REJECT. Gramatika pripada klasi LR(1).

D,

<S> — <S>, {}

<S> — e<A><S> |

<S> — ge, |

<A> — e<B>b<B>c, {a, |}

I <

<S> — <S>e—|, {}

<S>

<A>|

o

I,

@

<S> — <S>—|e, {}

<S>

<A> — o<(C>c<B>, {a, |} <A> <S> > <A>e<S> | —{ <S> — <A><S>e, |
<B> — ea<D> b P <S> — e<A><S>, -
<C> —> ea<D>, ¢ <S> -5 ge, | @
<A> — e<B>b<B>c, {a, |} %
<C> a <A> —> o<C>c<B>, {a, —|} <B> — a<D>e, b
@ ° <B> — ea<D>, b <C>— a<D>e, c
<C> — ea<D>, ¢
@ \ 4 @ V<C> a <B> — ae<D>, b
A BB, fa, ][> <Comes fa D om e

O

CONE 2

D)

<A> — <B>be<B>c, {a, —|}
<B> — ea<D>, ¢

<A> — <C>ce<B>, {a, —|}
<B> > ea<D>, {a, |}

a

—»

<B> > ae<D>, {a, |}
<D> — ce, {35 7|}

<B>
G "

<A> —> <B>b<B>ec, {a, |}

O

<A> —> <B>b<B>ce, {a, |}

<B> — ae<D>, ¢
<D> > ¢ge, c

<D>
Gy

<B>

<B>—> a<D>e, {a, |}

<B> — a<D>e, ¢

-

<A> — <C>c<B>e, {a, |}

SL. 4.2.5: Karakteristicni LR(1) automat
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<S> <A> <B> <C> <D> a b ¢ a b c -

V| <S> [<A>|<B>; | <C>y4 ay SHIFT RED(2)
<S>, ACC
<A> | <S>, |<A> [<B>;, | <C>, ay SHIFT RED(2)
<B>j3 bs SHIFT
<C>, C4 SHIFT

ay <D>, RED(7)[RED(7)
<S>, RED(1)

bs <B>;3, as’ SHIFT

C4 <B>, as” SHIFT
<D>, RED(5)[RED(6)
<B>3; C; SHIFT

as’ <D>s’ RED(7)

as” <D>5” RED(7) RED(7)
<B>, RED(4) RED(4)

C3 RED(3) RED(3)
<D>s’ RED(5)
<D>s” RED(5) RED(5)

potisna tabela kontrolna tabela
Sl 4.2.6: LR(1) parser
b)
Analiza problema

Karakteristicni LR(0) automat za neku gramatiku moze se dobiti na osnovu karakteristicnog
LR(1) automata za istu gramatiku na taj nacin §to se:

1. uklone predikcione komponente LR(1) konfiguracija iz svih stanja LR(1) automata i

2. stanja koja sadrze identi¢ne skupove LR(0) konfiguracija posle primene tacke 1. navedu
samo jedanput u tabeli ili dijagramu prelaza.

Svakom stanju S karakteristicnog LR(0) automata odgovara jedno ili viSe stanja
karakteristicnog LR(1) automata od kojih se, uklanjanjem predikcionih komponenti LR(1)
konfiguracija, dobija stanje S. Stanje S u tom slucaju naziva se jezgrom odgovarajucih stanja
LR(1) automata.

Karakteristicni LALR(1) automat za zadatu gramatiku odreduje se prema slede¢im pravilima:

e Dijagram prelaza LALR(1) automata isti je dijagramu prelaza LR(0) automata za zadatu
gramatiku, §to znaci da su stanja ova dva automata u 1-1 korespondenciji. S obzirom na
ovu Cinjenicu, stanja LALR(1) automata takode predstavljaju jezgra odgovarajuéih stanja
LR(1) automata.
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e  Svakom stanju S LALR(1) automata odgovara skup LR(1) konfiguracija, koji predstavlja
uniju svih LR(1) konfiguracija iz svih stanja LR(1) automata koja imaju jezgro S.

Karakteristicni LALR(1) automat je deterministicki, pa istovremeno predstavlja potisnu tabelu
LALR(1) parsera. Kontrolna tabela odreduje se na osnovu ovog automata istim pravilima kao i
u slucaju LR(1) parsera.

Resenje
Na SI. 4.2.7 prikazan je karakteristicni LR(0) automat za pro$irenu gramatiku. Vidimo da je
stanje as ovog automata jezgro stanja as’ i as” LR(1) automata sa Sl. 4.2.5, a stanje <D>s jezgro
stanja <D>s;’ i <D>s;". Na Sl. 4.2.8 prikazan je karakteristicni LALR(1) automat za datu
gramatiku proSirenu nultom smenom. Na Sl. 4.2.9 prikazane su potisna i kontrolna tabela
LALR(1) parsera.

<S> -
<S> — o<S>—| —p| <S>—> <S>e—| - <S>—> <S>—|e

<S> 5 e<A><S>

<A> — e<B>b<B>c <S>

<A> — o<(C>c<B> <A> <S> > <A>e<S> —P <S> > <A><S>e
<B> — ea<D> L <S> —> e<A><S>
<C> > ea<D> <S> ge <D>,
<A> — e<B>b<B>¢c “A>
a <A> — o<(C>c<B> <B> — a<D>e

JA\
@O
V

° <B> — ea<D> <C> > a<D>e
<C> > ea<D>

@

<C> —> ge<D>

<A> — <B>eb<B>¢ <A> — <C>ec<B>
<D>—> ce
b c
CD GOy
<A> — <B>be<B>c <A> — <C>ce<B>
<B> — ea<D> <B> — ea<D>
<B>
COR' SORL
<A> — <B>b<B>ec <B> — ae<D> <B>
<D> - ge
C
<D>
O GO G
<A> — <B>b<B>ce <B> — a<D>e <A> > <C>c<B>e

SL. 4.2.7: Karakteristicni LR(0) automat
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D,

<S> — <S>, {}

<S> — o<A><S>, |

<S> > geo, -

<A> — e<B>b<B>c, {a, -|}
<A> — e<C>c<B>, {a, —|}
<B> — ea<D>, b

<C> — ea<D>, ¢

<S>
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<S> — geo, |

<A> — e<B>b<B>c, {a, |}
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<B> — ea<D>, b
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—P <S> > <A><S>e, |
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X

<A>) | <B> -5 a<D>e, b

<C>— a<D>e, ¢

<C>
A 4

<A> — <B>eb<B>c, {a, |}

<A> — <C>ec<B>, {a, —|}
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Dy

O

C

A 4

<A> — <B>be<B>c, {a, -}
<B> — ea<D>, ¢

<A> — <C>ce<B>, {a, |}
<B> — ea<D>, {a, |}

@ T<D>

<B> — ae<D>, b
<C> — ae<D>, ¢
<D> — ge, {b, c}

<B>
G0y JORE
<A> — <B>b<B>ec, {a, -|} <B> — ae<D>, {a, c, |} <B>
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<A> — <B>b<B>ce, {a, -|}

<B>—> a<D>.5 {as c, _|}

<A> — <C>c<B>e, {a, |}

SI. 4.2.8: Karakteristicni LALR(1) automat

Diskusija

Odnos pojedinih klasa LR gramatika prikazan je na Sl. 4.2.10.

LALR(1) parseri u praksi predstavljaju najcesce koriS¢eni kompromis izmedu generalnosti i
veli¢ine parsera. VeliCina parsera ista je kao kod SLR(1) parsera, mnogo manja nego kod LR(1)
parsera, ali je smestaj REDUCE akcija u kontrolnoj tabeli preciznije odreden nego kod SLR(1)
parsera §to rezultuje u ve¢em skupu gramatika za koje je moguce konstruisati parser. Ovaj skup
je ipak manji nego kod LR(1) metoda. Poznati generator parsera yacc zasnovan je na LALR(1)
metodu parsiranja. Problem veli¢ine LR(1) parsera reSava se jednim originalnim metodom

autora (videti Zadatak 4.3.2).
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<S> <A> <B> <C> <D> a b ¢ a b c -

V | <S> |<A>| [<B>;; | <C>, ay SHIFT RED(2)
<S>, ACC
<A> | <S> | <A> | <B>;; | <C>, a, SHIFT RED(2)
<B>;; b; SHIFT
<C>, C4 SHIFT

a, <D>, RED(7)[RED(7)
<S>, RED(1)

bs <B>;3, as’ SHIFT

C4 <B>, as” SHIFT
<D>, RED(5)[RED(6)
<B>3 C3 SHIFT

as <D>s’ RED(7) RED(7)[RED(7)
<B>, RED(4) RED(4)

C3 RED(3) RED(3)
<D>; RED(5) RED(S)|RED(5)

potisna tabela kontrolna tabela

SL 4.2.9: LALR(1) parser

bezkontekstne gramatike

Sl. 4.2.10: Klase LR gramatika

Citaocu se ostavlja da proveri da li gramatika:

. <S> (<A>) 4. <S> ->[<B>)
2. <S> ->[<A>] 5. <A>—>c
3. <S> (<B>] 6. <B>—>c

pripada klasama LR(0), SLR(1), LALR(1) ili LR(1).
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Zadatak 4.2.3

Za gramatiku iz prethodnog zadatka odrediti karakteristicni LALR(1) automat na bazi LR(0)
automata, bez konstruisanja LR(1) automata.

Analiza problema

Za dobijanje LALR(1) automata potrebno je odrediti predikcione skupove LR(0) konfiguracija
u pojedinim stanjima LR(0) automata.

U cilju racunanja predikcionih skupova prvo se odrede takozvani skupovi spontanih
predikcionih simbola (skr. SLA) za sve konfiguracije zatvaranja u svakom od stanja LR(0)
detektora rucki. SLA skup za proizvoljnu LR(0) konfiguraciju zatvaranja <A> — e a u stanju s
racuna se tako Sto se nadu sve konfiguracije oblika <B>— [} e <A>y u stanju s i u skup
SLA(<A> — eq) ukljuce svi terminali t € FIRST(y).

Izmedu LR(0) konfiguracija u stanjima LR(0) automata definiSu se veze prosledivanja prema
slede¢im pravilima:

1. Za svaku konfiguraciju oblika <A>—>oeXp u posmatranom stanju S, gde su a i B
proizvoljne sekvence od nula ili viSe gramatickih simbola, a X proizvoljan gramaticki
simbol, uvodi se veza prosledivanja ka konfiguraciji oblika <A> —aXef3 u stanju u koje se
prelazi iz S po X.

2. Za svaku konfiguraciju oblika <B>—pe<A>y u posmatranom stanju S, gde je B
proizvoljna sekvenca od nula ili vise gramatickih simbola, v je ponistiva sekvenca od nula
ili viSe gramatickih simbola, a <B> je proizvoljan neterminal, uvode se veze prosledivanja
ka svim konfiguracijama oblika <A> —eq. u posmatranom stanju S.

Pravila odredivanja veza prosledivanja ilustrovana su na S1. 4.2.11.

I slucaj <A>>qeXp -f------- <A> —>aXep

X

2. slucaj Y je ponistivo

<B> _I> Be<A>y

<A> > e

—_— > prelaz izmedu stanja

"""" P veza prosledivanja

Sl 4.2.11: Pravila prosledivanja predikcionih simbola
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Predikcioni (skr. LA) skupovi racunaju se slede¢im algoritmom:

ulaz:  LR(0) automat sa vezama prosledivanja izmedu konfiguracija, SLA skupovi
svih konfiguracija zatvaranja u svim stanjima;
izlaz: LA skupovi svih konfiguracija u svim stanjima.
stek je inicijalno prazan;
for (V stanje S)
for (V konfigiraciju K € S)
if (K je oblika <A> — eq))
then LA(K) :=SLA(K);
for (t € SLA(K))
push( S, K, t);
end for;
else LA(K) .= J;
end if
end for;
end for;
while (stek nije prazan)
pop( S, K, t);
for (V konfiguraciju K ka kojoj ide veza prosledivanja od K)
if (t ¢ LA(K)))
then dodati t u LA(K});
S, := stanje automata u kome se nalazi K;
push(S,, Ky, t);
end if}
end for;
end while;

Inicijalno su LA skupovi konfiguracija zatvaranja u svakom od stanja jednaki SLA skupovima
odgovarajuéih konfiguracija, dok su LA skupovi ostalih konfiguracija prazni. Algoritam koristi
stek na koji se stavljaju trojke (stanje, konfiguracija, predikcioni simbol). Inicijalno na stek idu
sve trojke koje odgovaraju konfiguracijama zatvaranja iz svih stanja i simbolima iz njihovih
SLA skupova. Trojke sa steka se redom razmatraju, pri ¢emu se azuriraju LA skupovi
konfiguracija koje su povezane vezama prosledivanja sa razmatranom konfiguracijom. Na stek
idu novo dodati elementi azuriranih LA skupova. Postupak se zavrSava kada se stek isprazni.

ReSenje

Sl. 4.2.12 prikazuje pocetno stanje pri racunanju predikcionih simbola iterativnim algoritmom
za gramatiku iz prethodnog zadatka. LR(0) konfiguracijama u svakom stanju LR(0) detektora
rucki sa Sl. 4.2.7 dodati su predikcioni skupovi koji su inicijalizovani na skupove spontanih
predikcija za konfiguracije zatvaranja, dok su predikcioni skupovi bazicnih konfiguracija
inicijalno prazni. Isprekidane linije predstavljaju veze prosledivanja. Po zavrSetku rada
algoritma, dobija se LALR(1) detektor rucki prikazan na SI. 4.2.8.




4.2. Konfiguracioni pristup

279

D,

<S> — o<S>|, {}
<S> — o<A><S>, {_|} IR
<S> >ge, (-} 1 s

| <A> > o<B>b<B>(] {a}
<A> —> e<C>c<B>, {a} A7
<B> — ea<D>, {b}----,
<C> — ea<D>, {c} ---

<C>

a

<B>

<B>

F= = pI®S> 5 <S>e |, (1= == PS> 5 <S> e, {}

—_——————a

o

<S> oI<Av><S>, {}-1- -
<S> > ee, (|} ool
<A>—> e<B>b<B>{, {a} 1
|<A> — o<C>c<B>, {a} <« J
<B> — ea<D>, {b}
<C> — ea<D>, {c}

——al %s>_> <A><S>e, {}

<D>,

<B> > a<D3e, {}

~

<C> — a<D>e {}
x

-

-~

~
7N

<C>

-

G -

» 4
—|<B> i ao<D>’{}’

S o

1 e
>C> », ae<D>{}

|
1
|
1
I
+
1
+
1
|
1
1

'!A> — <B>eb<B>c, {1} < -

_"E A> — <C>ec<B>,

\Ad
<D>— ce, {}

b

O

h 4

C

A 4 I

O

\ 4
<A> —> <B>be<B>c, {} <A> —> <C>ce<B>, {}==-f-==-==-=-=-=------- ,
<B> > ea<D>, {¢} - f_ | [<B>—> ea<D>, {}&’ !
1 . ' 1
] a ! 1

<B> 1 ! |

GO &L @y |
v ! v !
<A> — <B>b<B>ec, {} oz p<B> — ae<D>, {} <B> |
\ [[<D>— go, {} -’ !
c : ‘I :
1 '\ <D> 1
@ v | \ @ @ v _ .
v X v

<A> — <B>b<B>ce, {}

<B> — a<D>e, {}

<A> — <C>c<B>e, {

SI. 4.2.12: Tlustracija iterativnog odredivanja predikcionih simbola

Zadatak 4.2.4

Naci gramatiku sa slede¢im svojstvima:

a) daje SLR(3) ali ne i SLR(2).

b) daje LALR(2)alinei LALR(1).

c) daje LR(1).
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Analiza problema

LR tehnike parsiranja mogu se generalizovati da koriste predikcije duzine k ulaznih simbola.
Defini§imo najpre generalizaciju FIRST i FOLLOW skupova da, umesto pojedinih simbola,
ukljuce nizove simbola duzine k:

Sa FIRSTy(ar), gde je o proizvoljna sekvenca gramatickih simbola, oznac¢avamo skup prefiksa u
svih nizova terminala 3 koje je moguce izvesti iz o, pri ¢emu duZina u iznosi k ako je B duze od
k simbola, inace se u poklapa sa 3.

FIRSTW(o) = {u|a=>B=uvAu,veVr A ul=mink, [B))}

Sa FOLLOW,(<X>), gde je <X> proizvoljan gramaticki neterminal, oznatavamo skup prefiksa
u svih nizova terminala  koji mogu slediti <X> u nekoj sentencijalnoj formi izvedenoj iz
<S>—| , pri ¢emu duzina u iznosi k ako je B duze od k simbola, ina¢e se u poklapa sa B i <S>
predstavlja startni neterminal.

FOLLOW(<X>) = {u | <S>— = a<X>B AB=uvAu,veVr Alul=min(k, [B)}

Na osnovu ovoga generalizuju se pojedine LR tehnike (navedene su izmene u odnosu na slucaj

k=1):

e LR(k): Pri konstrukciji karakteristicnog automata, u operaciji zatvaranja Closure-k skupu
konfiguracija koji sadrzi <A> — ae<B>f, x dodati sve konfiguracije oblika <B> — ey, y
gde je y € FIRST(Bx). Akcija svodenja smene <A> — a za predikciju x na ulazu parsera
preduzima se za vrh steka koji odgovara stanju karakteristicnog automata sa konfiguracijom
<A> — e, x. Akcija potiskivanja za predikciju x na ulazu preduzima se za vrh steka koji
odgovara stanju sa konfiguracijom <A> — oeaf}, y, gde a predstavlja terminalni simbol i
x € FIRST(aBy).

e SLR(k): Akcija svodenja smene <A> — a za predikciju x na ulazu parsera preduzima se za
vrh steka koji odgovara stanju karakteristicnog automata sa konfiguracijom <A> — o i pri
tome je x € FOLLOW,(<A>). Akcija potiskivanja za predikciju x na ulazu preduzima se za
vrh steka koji odgovara stanju sa konfiguracijom <A>— aeaP, gde a predstavlja
terminalni simbol i x € FIRSTy(au) i u € FOLLOW,(<A>).

e LALR(k): Spojiti stanja karakteristicnog LR(k) automata sa istim jezgrom. Akcije parsera
defniSu se tada na isti nacin kao i u LR(k) slu¢aju za ovako dobijeni automat.

ReSenje

Polazna tacka za konstrukciju traZzene gramatike bice sledeca LR(1) gramatika iz Fischer-a [6]
koja nije LALR(1):

1. <S> (<A>) 4. <S> [<B>)
2. <S> [<A>] 5. <A>—>c
3. <S> (<B>] 6. <B>—>c

Na Sl. 4.2.13 prikazan je karakteristiCan LR(1) automat za ovu gramatiku (dodata je smena
<S"™ — <S>—|), bez konflikata.
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\%

<S> <S>, {}

<S> — o(<A>), {_\}
<S> — o[<A>], {-|}
<S> o(<B>], {-|}
<S> o[<B>), {-]}

Ly

<S> — [e<A>], {-[}
<8> — [e<B>), {-{}
<A> > ec, {1}
<B>— ec, {)}

<A>2 l <A>

<§> — [<A>e], -]}

I Ll

<> > [<A>]e, (-]}

<B>

5> <S>, q o
—> <S> <S>e—|, {} —» <§’>— <S>—Jo, {}
(y <A> <A1
(Ul <S> 5 (o<A>), (-]} [P] <S> > (<A>e), (-]}
Pl <5 > (e<Bo1, )
<A> - oc, {)} )i ¢ )
B> e 1} <8> > (<A>)s, {-}
c, ‘C <B> <B>;
<A> > ce, {)} <S> —» (<B>e], {-{}
<B>— ce, {]}
C Ly
Cu <S> — (<B>]e, {-|}
<A>—ce, {]}
<B>— ce, {)}
<B>, ) )4
P <S> [<B>e), {-|} —P <S> [<B>)e, {-|}

SI. 4.2.13: Karakteristi¢ni LR(1) automat

Karakteristicni LALR(1) automat poseduje ista stanja i prelaze kao i LR(1) automat, sa jednim
izuzetkom: stanjima c, i ¢, koja imaju isto jezgro, odgovara jedinstveno stanje sa slede¢im

konfiguracijama:

<A>—ce, ), |}

<B>—ce, {],)}

koje izaziva REDUCE-REDUCE konflikt u kontrolnoj tabeli LALR(1) parsera.

Da bismo od posmatrane gramatike dobili gramatiku koja nije LALR(1) a jeste LALR(2),
odnosno da bismo izbegli konflikt, potrebno je pratece kontekste za <A>, odnosno za <B> u
smenama 1.-4. uciniti jedinstvenim za slucaj predikcija duzine 2 dodavanjem novih terminala

¢ime dobijamo slede¢u gramatiku:

1.
2.
3.

<S> — (<A>)]

<S> - [<A>]]

<S> — (<B>])

4. <S> [<B>))
5. <A>—>c¢
6. <B>—>c¢
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Nije teSko utvrditi da karakteristicni LALR(1) automat za ovu gramatiku poseduje isto
konfliktno stanje kao i automat za polaznu gramatiku. U LALR(2) automatu, odgovarajuce
stanje ima slede¢i izgled (predikcije su duzine 2 simbola):

<A>—ce, )], 11}
<B>— ce, {]),))}

Konflikt je, dakle, izbegnut. Ostala stanja nisu kriticna (konflikti se ne pojavljuju ¢ak ni kada se
uklone predikcije), tako da gramatika jeste LALR(2). Gramatika jeste i SLR(2) s obzirom da
predikcije iz “kriticnog” stanja LALR(2) automata ujedno predstavljaju FOLLOW, skupove
neterminala <A>, odnosno <B>. Da bismo zadovoljili uslov da gramatika ne bude SLR(2), a da
bude SLR(3) nacini¢emo kona¢nu modifikaciju dodavanjem nove pojave neterminala <A> u
pogodnom kontekstu, bez promene konfiguracija “kriticnog” stanja, da se ne naruse uslovi
LALR(2) i LR(1) parsiranja:

1. <S> <A>)))
2. <S> (<A>)]
3. <S> [<A>]]
4. <S> — (<B>))
5. <S> [<B>))
6. <A>—>c¢

<B>—>c¢

Karakteristicni LR(1) automat za ovu gramatiku prikazan je na Sl. 4.2.14. Gramatika jeste
LR(1), ali nije LALR(1), jer se spajanjem stanja c, i c,, dobija konfliktno stanje. Konstrukcijom
LALR(2) automata (Sl. 4.2.15) utvrdujemo da je gramatika LALR(2). Ukoliko iz LALR(2)
automata iz stanja uklonimo predikcione komponente, dobija se karakteristi¢ni LR(0) automat.
Za SLR parsiranje kriti¢no je stanje ¢ sa konfiguracijama:

<A> — ce
<B> — ce

FOLLOW, skupovi neterminala <A> i <B> su slede¢i:
FOLLOW,(<A>) = {)), )], 11}
FOLLOW(<B>) = {]), )}

S obzirom da oba skupa sadrze )), pojavljuje se REDUCE-REDUCE konflikt u kritiénom
stanju, pa zaklju¢ujemo da gramatika nije SLR(2).

FOLLOW; skupovi neterminala <A> i <B> su sledeci:
FOLLOW;(<A>) = D)), )]-, 11}
FOLLOW;(<B>) = {])-|, )}
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S obzirom da su skupovi disjunktni, u kriticnom stanju ne dolazi do konflikta, pa zakljuujemo
da je u pitanju SLR(3) gramatika ¢ime su zadovoljeni uslovi zadatka.

\Y 5> 5> 4 o
<S> o<S>—|, {} TP <S> <S>e |, {} [ P <S> <S>e, {}
<S> — e<A>))), {-I}
<S> o(<A>)], {-|} <A )iz
<S> o[<A>]], -} | <A o)), {-] ., {—
<S> > o(<Bo]), 10} Ly <S> <A>e))), {-} <8>— (<A>)))e, -}
<S> — o[<B>)), {-|} i i ) )2 T )
<A>—> ec, {)} )
<8>— (<A>)e)), {-I} P <S> (<A>))e), {1}
Co l
[ <A> > ce, {)} ( @ ps A%
<§> > (e<A>)], {-} P <S> (<A>e)], {1}
<8>—> (e<B>]), {-I}
Lx <A> — ec, {)} ) ¢ )
<S> - [.<A>]]s {7|} <B>— eC, {]} ° |
> | <S> [+<B). () i <> > (A%l
<A>—>ec, {]} ¢
2 PN ¢ Ly
<A>—>ce, {)} <S> > (<A>)]e, {-|}
as, A e
<S> = [<A>e]], {-{} Cw <B> <B>
l | <A>—>ce, {|} <S> > (<B>e]), {-{}
]31 <B> > ce, {)}
<S> > [<A>]e], {-]} I ¢ ]
] <8>— (<B>]e), {}
]a2 A\ 4 )s
<S> - [<A>]]e, {-|} <S> - [<B>))e, {-|} )i ¢ )
<S> — (<B>]e, {-}
<B>5 , T )
bl s> [<B>e)), {1} P <S> [<B>)e), {-[}

Sl 4.2.14: Karakteristi¢ni LR(1) automat
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\% <5 <S>, 1 o
<S> o<S>| {} —P s> <S>e—|, {} —P <S> <S>—|e, {}
<§> — e<A>))), {} N
<S> —> o(<A>)], {-|} <A1 i3
<S> > o[<A>]], (-]} | <A~ °))), {— o, {—
<S> > o(<Bo]. (]} L p| <S> <A>e)), {} <> > (<A>)))e, {-}
<S> o[<B>), {-] Wy e b
<A> > ec, )} )
<S> (<A>)e)), {-[} P <S> > (<A>))e), {-}
Ce l
I T B o A
<8> 5 (s<AX)], (-} [P <S> (sA>e)]. (-}
[ <8> > (e<B>]), {-]} L
. | <A> - ec, )]} ) )
<§> - [e<A>]], {-} <B>— ec, {])} ol
<S> -5 [e<B>)), (-]} . =8> > (=A%), -
<Az ec, {]l} c ¢° I ¢ ]
<B>— ec, {))}
<A>—ce, )], 11} <S> > (<A>)Je, {-|}
e l A <me| B D) ||
<S> — [<A>e]], {7\} <B>; <B>,
L L 1 5> > B, 1) | P <s> o (B, 1)
<§> > [<A>]e], {-{} )s L ) l4 ¢ ]
<§>— [<B>)e), {-} <§>— (<B>]e), {-}
I2 ]
<S> > [<A>]]e, {1} )s ¢ ) )4 ¢ )
<S> [<B>))e, {-]} <§> = (<B>])e, {-I}

Sl 4.2.15: Karakteristi¢ni LALR(2) automat

Zadatak 4.2.5

Razmotrimo slede¢u gramatiku koja ima O(n”) smena:

<S> > <Xz 1<i<n

<X> = y<X> 1<i,j<n, i#]

<XP> -y 1<i,j<n, 1#]

a) Pokazati da karakteristicni LR(0) automat za ovu gramatiku ima O(2") stanja.

b) Ispitati da li je data gramatika SLR(1).
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Analiza problema

Za opis konstrukcije karakteristicnog LR(0) automata i definiciju SLR(1) gramatika pogledati
Zadatak 4.2.1.

Resenje
a)

Ozna¢imo sa Py am , 1Sm< n, 1<a;< n, aj#3a; za i#], proizvoljan podskup skupa
neterminala {<X> | 1<i < n } koji NE sadrzi neterminale <X,;>, <X;5>, ..., <Xu>:

Pal,az,...,an = {<Xi> | I<i<n } - {<Xal>a <Xa2>s weey <Xan>}

Pokazimo da se iz startnog stanja karakteristicnog LR(0) automata za datu gramatiku, za
proizvoljnu ulaznu sekvencu:

Va1Ya2---Yam ISm<n,1<a<na#azai#]j

dolazi u stanje, nazovimo ga S, . .m koje sadrZi sledece konfiguracije:

<Xi> d Yam.<Xi> <Xi> € Sal,aZ ..... am
<Xi> - Yam® <Xi> € Sal,aZ ..... am
<X> o oy <Xp> <Xi> € Su12..am I£k<n, k=i
<Xp> — oy <Xi> € Su12..am I<k<n, k=i

Dokaz se moze izvesti indukcijom po duzini m ulazne sekvence. Startno stanje karakteristicnog
LR(0) automata za datu gramatiku sadrzi slede¢i skup konfiguracija:

<S> —» o<s>—-|

<S> > <X>z 1I<i<n
<Xi> — °Yj<Xi> 1< l,J < n, i ij
<X> > ey, I<i,j<n, i#]

Prelaz iz startnog stanja po y,; je u stanje sa slede¢im skupom konfiguracija:

<X = Yo o<Xp> I<i<n, i#a;
<X> > Yar® 1<i<n, i#a
<X> - ey <Xp> I<i,k<n,iza,k=#i
<X> —> ey 1I<i,k<n,i#a;, k=i

Radi se o stanju koje po uvedenoj konvenciji oznacavamo sa S,;, ¢ime je okoncan dokaz za
slu¢aj m=1. Prelaz iz stanja S,; po y., je u stanje sa slede¢im skupom konfiguracija:

<X > yoo<Xi> I<i<n, i#a;, i#ay
<Xi> = Yoo I<i<n, i#a, i#ay

<Xi>_>.yk<Xi> 1Si,k£n,i¢a1,i¢a2,k¢i
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<X> —> eyi I<i,k<n,i#aj,i#a,k#i

Vidimo da se radi o stanju koje po uvedenoj konvenciji oznacavamo sa S,i,,, ¢ime je tvrdenje
dokazano za m=2. Citaocu se ostavlja da sam sprovede indukcioni korak od duZine ulazne
sekvence k na duzinu k+1.

Koliko ukupno ima razli¢itih stanja S, ., _.m karakteristicnog automata? S obzirom da svako
stanje jednoznaéno identifikuju bazi¢ne konfiguracije:

<Xi> g Yam.<Xi> <Xi> € Sal,aZ am

,,,,,

<Xi> g Yam. <Xi> € Sal,aZ am

svako stanje jednoznac¢no odgovara jednom podskupu P, . .m S obzirom da skup svih
neterminala <X;> ima ukupno n elemenata, broj svih podskupova ovoga skupa je 2".

Ostala stanja karakteristicnog automata, u koja se dolazi ili iz startnog stanja ili iz nekog od
stanja S,; ... .m Sadrze sledece skupove konfiguracija:

{<S>—> <S>o——| b, {<S8>—> <S>—-| o} ; ukupno 2 stanja
{<S> - <X>ez;| 1<i<n}, {<S> > <Xp>ze | 1<i<n} ; ukupno 2n stanja
{(<X> > y<Xpe ), 1<i,j<n,i#] ; ukupno n(n—1) stanja
{<X>—>ye}, 1<, j<ni#] ; ukupno n(n—1) stanja

Prema tome, broj stanja S, . .m odreduje red veli¢ine ukupnog broja stanja automata koji
iznosi 2".

b)

Za utvrdivanje da li je gramatika SLR(1) nema potrebe razmatrati stanja koja sadrze samo jednu
konfiguraciju, jer se kod njih ne moZe pojaviti konflikt. Konflikt se potencijalno moze javiti
jedino u stanju koje sadrzi sve ili neke od konfiguracija oblika:

<X > Yj'<Xi> 1< l,_] <n, i ¢j
<X> —>yje 1<i,j<n, i#]

Prva konfiguracija sugeriSe akciju SHIFT, a druga akciju REDUCE u odgovarajucoj vrsti
kontrolne tabele. Za svako yj, 1<j <n, ulaz u odgovarajucoj koloni kontrolne tabele ne moze
sadrzati REDUCE, jer y; ¢ FOLLOW(<X>;), za bilo koje i. Za svako z, 1<j<n, ulaz u
odgovarajucoj koloni kontrolne tabele ne moZe sadrzati SHIFT, s obzirom da se z; pojavljuju
iskljuc¢ivo kao krajnje desni simboli u smenama. Time je pokazano da se SHIFT-REDUCE
konflikt ne moze desiti ni za jedan ulazni simbol, pa gramatika jeste SLR(1).
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4.3. Hibridni pristup

Zadatak 4.3.1

Data je sledeca gramatika:

1.<S> > ab<A> 4.<A>—>¢
2.<S> 5 <A> <C> 5.<C> > c<A>
3.<A>—>a<C>b 6.<C>—>d

d) IzraCunati prosirene leve uglove za datu gramatiku.
e) Konstruisati karakteristi¢ni ELC automat — detektor levih uglova.
f) Konstruisati potisnu i kontrolnu tabelu hibridnog ELC/LALR(1) parsera.

g) Prikazati rad parsera za ulaznu sekvencu adbc.

Analiza problema

ELC parsiranje (Extended Lefi-Corner Parsing ili Enhanced Left-Corner Parsing) zasniva se na
pojmu prosirenog levog ugla smene. Formalna definicija ovog pojma data je u nastavku reSenja,
a neformalno se pojam prosirenog levog ugla smene definiSe na sledec¢i nacin:

Desna strana proizvoljne gramati¢ke smene moze se podeliti na prosireni levi ugao i prateci
deo. Po definiciji, da bi parser koji radi na principu 'od dna ka vrhu' jednoznac¢no prepoznao
upotrebu smene, neophodan i dovoljan uslov je da konzumira kompletni proSireni levi ugao te
smene.

ELC parser procesira proSirene leve uglove smena u maniru 'od dna ka vrhu' tj. potiskujuci
simbole na stek dok se na vrhu steka ne kompletira levi ugao. Tada ELC parser prepoznaje
smenu, skida sa steka njen levi ugao a na stek stavlja simbole koji odgovaraju prateCem delu te
smene tako da se prate¢i deo procesira u maniru 'od vrha ka dnu' uparivanjem sadrzaja steka sa
teku¢im ulazom.

Za procesiranje prosirenih levih uglova smena ELC parser koristi metod potiskivanja i svodenja
(shift-reduce). Kao §to je poznato, postoji vise klasa tzv. shift-reduce parsera koji odgovaraju
razli¢itim klasama LR gramatika. Kao posledica toga, moze se definisati vise klasa ELC
parsera, u zavisnosti od toga koji LR metod se koristi za procesiranje pro$irenih levih uglova.
Koris¢eni LR metod pri tome definiSe klasu LR gramatika za koje se moze konstruisati
odgovarajuéi ELC parser. Tako se, na primer ELC/LALR(1) parser moze konstruisati za one i
samo one gramatike koje pripadaju LALR(1) klasi gramatika (bez prethodnih transformacija
gramatike).

Konstrukcija ELC parsera sastoji se iz tri koraka:

1. Odredivanje prosirenih levih uglova za zadatu gramatiku
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2. Konstrukcija ELC automata - detektora levih uglova; analogno LALR(1) parsiranju, uloga
ovoga automata je da tokom parsiranja detektuje trenutke kada je na vrhu steka kompletiran
levi ugao neke od smena. Tada parser treba da izvr$i REDUCELC akciju.

3. Konstrukcija parserskih tabela na osnovu ELC automata.

Za sprovodenje prvog i drugog koraka potrebno je konstruisati LALR(1) automat za zadatu
gramatiku.

a)

Odredivanje prosirenih levih uglova
Nekoliko pomo¢nih pojmova uvodi se radi formalne definicije proSirenih levih uglova:

Desavanje gramatickog simbola X u smeni <Y> — o X B je kandidat za prateci deo smene ako
i samo ako je konfiguracija <Y> — o X e f3 jedina bazi¢na LR(0) konfiguracija u svim stanjima
LALR(1) automata u kojima se ova konfiguracija pojavljuje.

Svaka smena, izuzev praznih, poseduje granicno desavanje gramatickog simbola. To je pocetno
desavanje najduzeg sufiksa desne strane smene koji se sastoji iskljuc¢ivo od kandidat-desavanja.

Po definiciji, grani¢no deSavanje razgraniCava prosireni levi ugao smene od njenog prateceg
dela. Grani¢no deSavanje pripada prateCem delu smene ako i samo ako je re¢ o:

e deSavanju terminala ili
e desavanju neterminala <X> pri ¢emu sve smene za <X> imaju prazne leve uglove.

Prethodna definicija je rekurzivna; zato se gramaticke smene razmatraju takvim redosledom da
se smene sa neterminalom <X> na levoj strani razmatraju pre smena sa <Y> na levoj strani ako
vazi da je <X> € FIRST(<Y>). Pri tome levo rekurzivni neterminali ne prave probleme jer se
sva njihova desavanja uvek nalaze u levim uglovima smena.

Po definiciji se usvaja da levi ugao nulte smene obuhvata krajnje levi neterminal njene desne
strane, bez ozbira §to se primenom prethodno opisane procedure moze za ovu smenu dobiti i
prazan levi ugao. Na ovaj nacin obezbeduje se da ELC parser uvek pocinje parsiranje u rezimu
'od dna ka vrhu' tako da se kontrolna tabela konstruiSe na unforman nacin.

ReSenje

Na Sl. 4.3.1 prikazan je karakteristicni LALR(1) automat za datu gramatiku prethodno prosirenu
smenom:

0. <S>—<S>—]

Pregledom stanja <S> i —| o zakljuujemo da su sva deSavanja 0. smene kandidat—desavanja.
Pregledom stanja a,, b; i <A>; zakljuujemo da deSavanje simbola a u prvoj smeni nije
kandidat—deSavanje, a ostala deSavanja jesu. U drugoj smeni, sva deSavanja jesu kandidat—
desavanja $to zakljuCujemo pregledom stanja <A>, i <C>,. U tre€oj smeni, deSavanje simbola a
nije kandidat—deSavanje, a ostala de$avanja jesu, na osnovu stanja a,, <C>; i b. Cetvrta smena
je prazna, tako da ne poseduje kandidat—-deSavanja, dok su sva deSavanja 5. i 6. smene
kandidat—deSavanja, na osnovu stanja cs, <A>s i d.
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(v) <54 . o)
<S> |
P <S> <Sre| ) | <Sbossee )|

<S>—>eab<A> {—|} (bb
<S> e <A><C>, {1}

<A>—> ea<C>b, {c,d} a @

‘ <A>—> a<C>be, {c,d}

<A>—ee, {cd) —P| <s>—>aeb<a>, (-} |<C> <C% 4\ b
A ¢ <A>—> ae<C>b, {c,d} <A>—a<C>eb, {b,c,d,—\}‘
CrD A~ <C>oec<An (b} [ ()

<S>—>abe<A> {-|}

<C>— ec<A>, {1} (g 9 <A>—>ea<C>b, {)

<§>—> <A>e<C>, { -} <C>—>ed, {b}
s

<C>—ed, {-]
) | <C>o>de, (b} | | <A>ee ()
<C,> <C>
. A><C>e, (-} | A2 s e
<S>— <A><(C>e, {-| c
d <S>—ab<A>e, {—| ‘ a
C C5 @

<C>—>ce<A>, {b} <A>— ae<C>b, {b,~|}
A% “A> <A>—>ea<C>b, (b} k- | <C>—ec<A> (b}
‘ <C>—>c<A>e {b} % <A>—¢e, {b} <C>—>ed, {b}

a

SI. 4.3.1: Karakteristiéni LALR(1) automat
Grani¢na deSavanja pojedinih smena prikazana su podebljano:

0. <S> — <S>—] 4.<A> ¢

1.<8>—>ab<A> 5.<C>— e <A>

2.<8> > <A><C> 6.<C>—>d

3.<A>—>a<C>b
Grani¢na deSavanja 1., 5. i 6. smene pripadaju pratecem delu, jer se radi o terminalima.
Grani¢no desavanje 0. smene pripada po definiciji levom uglu te smene. Grani¢no desavanje 2.
smene pripada levom uglu, jer tre¢a smena, koja ima neterminal <A> na levoj strani, o¢igledno

nema prazan levi ugao. Grani¢no deSavanje 3. smene pripada prate¢em delu smene, jer sve
smene sa neterminalom <C> na levoj strani imaju prazne leve uglove.

Prosireni levi uglovi prikazani su podvuceno:
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0. <S> — <S> —] 4.<A> ¢
1.<S>—>ab<A> 5.<C> — ¢ <A>
2. <S> > <A><C> 6.<C>—>d

3.<A>—>a<C>b

b)

Konstrukcija detektora levih uglova
Za LALR(1) gramatike, ELC automat dobija se slede¢com modifikacijom LALR(1) automata:

e [z grafa prelaza LALR(1) automata ukloniti sva stanja koja sadrze bazi¢ne konfiguracije sa
tackom unutar prateceg dela odgovarajuc¢e smene (u to se ne ubrajuju konfiguracije oblika
<X> — o e B gde B predstavlja prate¢i deo smene <X> — of}). Preostala stanja LALR(1)
automata nazivaéemo ugaonim stanjima. Ova stanja jednoznacno odgovaraju ugaonim
simbolima steka ELC parsera.

e U modifikovani graf dodati po jedan ¢vor za svaki gramaticki simbol koji se pojavljuje u
nekom od prate¢ih delova smena (bez ozbira da li se isti simbol pojavljuje i u levim
uglovima). Na ovaj nacin dobijaju se predikciona stanja koja jednoznacno odgovaraju
predikcionim simbolima steka ELC parsera.

e Dodati ¢vorovi povezuju se sa ostatkom grafa na slede¢i nacin:

(1) Ako ¢vor odgovara terminalnom simbolu u prate¢em delu smene, ili neterminalu koji se
u prate¢im delovima smena javlja isklju¢ivo kao grani¢ni neterminal, nijedna veza nije
potrebna. Neformalno, veze su potrebne u rezimu rada parsera 'od dna ka vrhu', a ovakvi
gramaticki simboli se obraduju strogo u rezimu 'od vrha ka dnu'.

(2) (Za ¢vorove neterminala koji ne spadaju u pravilo 1): Za dati neterminal <X>, izabrati
proizvoljnu smenu <Y> — o3<X>y koja sadrzi pojavu <X> striktno u prate¢em delu (tj. B
nije prazan niz). U originalnom LALR(1) detektoru pronaéi stanje S sa konfiguracijom
<Y> — aff e <X>y. Posmatrani ¢vor u modifikovanom grafu posedovacée sve prelaze u
ugaona stanja koje poseduje i stanje S u originalnom LALR(1) automatu. Prelazi iz stanja S
koji ne predstavljaju prelaze u ugaona stanja ne uzimaju se u obzir. Dokazuje se da efekat
ovog pravila ne zavisi od smene koju izaberemo.

e Svako od dodatih stanja opisano je unijom skupova konfiguracija svih stanja S koja se
definiSu u prethodnoj tacki pri ¢emu su iz tih stanja uklonjene sve bazi¢ne konfiguracije.

e Posle primene prethodnih koraka iz svih stanja se uklanjaju konfiguracije K za koje vazi:
Konfiguracija K je dodata primenom operacije zatvaranja na neku konfiguraciju oblika
<Y>—ofe<X>y pri cemu je o levi ugao smene <Y>—af<X>y.

Moze se pokazati da je dobijeni automat za sluc¢aj LALR(1) gramatika deterministicki.



4.3. Hibridni pristup 291

Resenje

Na Sl. 4.3.1 ugaona stanja LALR(1) automata prikazana su punom linijom, ostala koja se
uklanjaju pri konstrukciji ELC automata prikazana su isprekidanom linijom. ELC automat
prikazan je na SI. 4.3.2. Punom linijom prikazana su ugaona stanja, a isprekidanom dodatna
predikciona stanja. Prelaz iz stanja <A> u a3, dodat je posmatranjem bilo stanja cs bilo stanja b,
LALR(1) detektora.

@ <S> <S%

<S> e<S>-| {1} | <S> <S>e— {}
<S>—>eab<A> {—|}

<S>— e <A><C>, {1}
<A>—> ea<(C>b, {c,d} a @

S
-
<A ae<Cob, fed) (e )
-

eh ‘
<A>—>ee, {c,d} P <S>—>aeb<A>, {-|}
<A> * <A>
| <S>— <A>e<C>, { I} | t¢ ‘
<C>
<C>—> ec<A>, {b,|} od ‘

<C>—> e, {b, )

<A>—>ea<C>b, {bedh| 2 —
<A>—>ge, {b,c,d} <A>>ae<C>b, (b} |

Sl 4.3.2: ELC/LALR(1) automat

<)

Konstrukcija potisne i kontrolne tabele

Skup ulaznih simbola parsera odgovara skupu svih terminalnih simbola prosirene gramatike.
Ulazni simboli oznac¢avaju kolone kontrolne tabele.

Simboli steka oznacavaju vrste kako potisne, tako i kontrolne tabele parsera i jednoznacno
odgovaraju stanjima ELC automata.

Ulazi potisne tabele mogu da sadrze:

e REJECT Sto oznaCava da ulazna sekvenca nije u jeziku specificiranom proSirenom
gramatikom;

e oznaku simbola steka koji treba potisnuti na vrh steka;
e POP sto oznacava skidanje vr$nog simbola sa steka.
Ulazi kontrolne tabele mogu da sadrze sledece akcije:

e REJECT sa istim zna¢enjem kao ranije;
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ACCEPT §to oznacava kraj parsiranja legalnog ulaznog niza;
SHIFT oznacava sledece akcije:

(1) PUSHT(tekuci ulazni simbol) - azuriranje steka u skladu sa ulazom potisne tabele za
tekuci simbol steka i tekuci ulazni simbol.

(2) ADVANCE - konzumiranje tekuceg ulaznog simbola i prelazak na slede¢i ulazni
simbol.

REDUCELC(i), gde i predstavlja redni broj smene, izaziva sledece akcije:

(1) sa vrha steka se uklanja (POP) onoliko stek simbola koliko se gramati¢kih simbola
nalazi u pro$irenom levom uglu i-te smene. Drugim re¢ima, proSireni levi ugao i-te
smene se uklanja sa steka;

(2) akcija PUSHT (neterminal leve strane i-te smene) azurira vrh steka u skladu sa ulazom
potisne tabele u vrsti oznacenoj vr$nim simbolom steka (posle primene POP akcija) i
koloni ozna¢enoj neterminalom leve strane i-te smene.

(3) predikcioni stek simboli koji neposredno predstavljaju gramaticke simbole prateceg
dela i-te smene (dakle stek simboli iz drugog podskupa skupa svih stek simbola) se
potiskuju na stek, pri ¢emu se krajnje desni simbol smene potiskuje na stek prvi. Pri
ovome se NE konsultuje potisna tabela, tako da ¢e ova akcija u narednim primerima
biti oznac¢ena sa PUSH.

Potisna i kontrolna tabela parsera konstruiSu se na bazi ELC automata za zadatu gramatiku.
Svakom simbolu steka ELC parsera jednoznacno odgovara stanje ELC automata. Potisna tabela
dobija se iz tabele prelaza ELC automata uz slede¢e modifikacije:

Vrsta tabele prelaza za stanje koje odgovara markeru kraja ulazne sekvence —| eliminiSe
se posto se nikad ne potiskuje na stek (ACCEPT akcija sledi odmah po prepoznavanju
levog ugla nulte smene)

Za svako predikciono stanje S koje odgovara gramatickom simbolu X, u vrstu S i kolonu X
stavlja se POP. Ova akcija se preduzima po uparivanju simbola X sa ulaznim podnizom
(rezim od vrha ka dnu).

Svi prelazi u stanje greSke kod ELC automata interpretiraju se kao REJECT akcije u
potisnoj tabeli.

Kontrolna tabela popunjava se prema slede¢im pravilima:

1.

Ulaz kontrolne tabele popunjava se SHIFT akcijom ako i samo ako ulaz potisne tabele za
isti red i kolonu ne sadrzi REJECT.

Neka X predstavlja proizvoljni simbol steka kome odgovara stanje ELC automata sa
konfiguracijom oblika <A> — o e 3 , u koja pripada i-toj smeni (zapaziti da se tacka nalazi
izmedu levog ugla a i prateceg dela ). U ovom slucaju, svaki ulaz tabele u vrsti X i svakoj
od kolona y € FIRST(Bu) popunjava se sa REDUCELC(i) za i # 0, odnosno sa ACCEPT
zai=0.

Svi ulazi kontrolne tabele koji nisu obuhvaceni pravilima 1. i 2. sadrze REJECT.
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U slucaju da, posle primene gornjih pravila, svaki ulaz kontrolne tabele sadrzi jedinstvenu
akciju, procedura konstrukcije je uspe$no okoncana. U suprotnom, gramatika ne pripada klasi
LALR(1).

Resenje

Na Sl. 4.3.3 prikazane su potisna i kontrolna tabela ELC parsera za zadatu gramatiku. Prazni
ulazi potisne tabele sadrze REJECT akciju. REDUCELC akcije (skraceno obelezene sa RLC)
imaju slede¢i izgled:

REDUCELC(1): POP, PUSHT(<S>), PUSH(<A>), PUSH(b)

REDUCELC(2): POP, PUSHT(<S>), PUSH(<C>)

REDUCELC(3): POP, PUSHT(<A>), PUSH(b), PUSH(<C>)

REDUCELC(4): PUSHT(<A>)

REDUCELC(5): PUSHT(<C>), PUSH(<A>), PUSH(c)

REDUCELC(6): PUSHT(<C>), PUSH(d)

Parser zapoc€inje rad u rezimu 'od dna ka vrhu'. Prema tome startna konfiguracija steka sastoji se
od praznog steka, tj. na vrhu steka se nalazi simbol dna steka V.

<$> <A> <C> a b ¢ d a b c d —
V| <S> | <A>, ay SHIFT RLC(4)|RLC(4)
<S>, ACC
<A>, RLC(2)|RLC(2)
ax RLC(1)|RLC(3)|RLC(3)
a3 RLC(3)|RLC(3)
<A> POP a3 SHIFT |RLC(4)|RLC(4) |[RLC(4) [RLC(4)
<C> POP RLC(5)|RLC(6)
b POP SHIFT
c POP SHIFT
d POP SHIFT
potisna tabela kontrolna tabela
Sl 4.3.3: ELC/LALR(1) parser
d)
Razmotrimo kako parser sa Sl. 4.3.3 procesira ulazni niz abac:
sadrzaj steka preostali ulaz akcija parsera
1. v adbe—]| SHIFT
2. Va, dbc—| REDUCELC(3)
3. V<A>,b<C> dbe—| REDUCELC(6)
4. V<A>bd dbe—| SHIFT
5. V<A>b be— SHIFT
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6.  V<A>, c—] REDUCELC(2)

7. V<S>,<C> c— REDUCELC(5)

8. V<S> <A>c c— SHIFT

9.  V<S><A> — REDUCELC(4)

10. V<S>, — ACCEPT

Akcije parsera u prethodnom primeru odgovaraju gradenju stabla izvodenja na nacin prikazan
na Sl 4.3.4. Prikazan je izgled otkrivenog dela stabla izvodenja u svakom od koraka parsiranja

iz prethodnog primera.

1.,2. 3.,4.,5.
<A> <A>
a <C> b a <Cf b
d
6. 7.,8
K <s>
)Ar\ <C> <A> <C>
a <C‘> b a <C> b c <A>
d d
9. 10. <SA>
<S> <S> -
<A> <C> <A> <C>
a <Cr b c <Af a <Cf b c <Af
d € d €
Sl 4.3.4: Ilustracija rada ELC/LALR(1) parsera
Diskusija

Na osnovu prethodnog primera vidi se da sekvenca primena smena koju prepoznaje ELC parser
ne odgovara ni krajnje levom izvodenju ulaznog niza (kao §to je to sluc¢aj kod LL parsera) niti
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obrnutom krajnje desnom izvodenju (kao §to je slucaj kod LR parsera). Za ELC parser vazi da
se prate¢i delovi smena prepoznaju na nacin koji odgovara njihovom krajnje levom izvodenju,
dok se proSireni levi uglovi prepoznaju na nadin koji odgovara obrnutom krajnje desnom
izvodenju.

U sluc¢aju LALR(1) gramatika koje su takode LL(1), proSireni levi uglovi svih smena su prazni
(sa izuzetkom nulte smene gde se startni neterminal eksplicitno ubacuje u ugao). U ovom
sluéaju, potisna tabela ELC parsera poseduje isklju¢ivo POP akcije u nepraznim ulazima, sa
izuzetkom ulaza (V, <S>) koji je popunjen sa <S>;. Potisnu tabelu je moguce u potpunosti
eliminisati, zamenom PUSHT akcija u REDUCELC operacijama odgovaraju¢im akcijama iz
potisne tabele, dok je kontrolna tabela istog izgleda kao kod LL(1) parsera, osim §to ima jednu
vrstu vise (radi se o simbolu steka <S>() s obzirom na odluku da parser uvek zapocinje rad u
rezimu od dna ka vrhu.

Postoje LL(1) gramatike koje nisu LALR(1), na primer, gramatika sa Sl. 4.3.5(a), izaziva svedi—
svedi konflikt u stanju LALR(1) automata prikazanom na Sl. 4.3.5(b), tako da nije moguce
napraviti kako LALR(1) parser, tako ni ELC/LALR(1) parser.

1. <S> — a<A> 6.<B> — <D>a

2.<S> - b<B> 7.<C> - <E>

3.<A>—> <C>a 8. <D>— <E> <C>—><E>e , {a b}
4. <A> - <D>b 9.<E> > ¢ <D>—><E>e , {a, b}
5.<B>—> <C>b

(2) (b)

SI. 4.3.5: Primer LL(1) gramatike koja nije LALR(1)

Zadatak 4.3.2

Za sledec¢u gramatiku konstruisati hibridni ELC/LR(1) parser.

0.<S™> —» <S>~ 4. <S> > <S><D>a
1.<§>—><C>a<C>a 5.<C>—>c
2.<8>— <D>b <C> 6.<D>—>c
3.<8> > <S><C>b 7.<D>—>¢

Analiza problema

Konstrukcija ELC/LR(1) parsera sastoji se iz tri koraka:
1. Odredivanje proSirenih levih uglova za zadatu gramatiku.
2. Konstrukcija karakteristicnog ELC/LR(1) automata - detektora levih uglova.

3. Konstrukcija parserskih tabela na osnovu karakteristicnog automata.
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Odredivanje prosirenih levih uglova

Procedura odredivanja prosirenih levih uglova opisana je u prethodnom zadatku.

Konstrukcija karakteristicnog automata

Procedura konstrukcije karakteristicnog ELC/LR(1) automata glasi:

1. Za startni neterminal <S> i svaki neterminal koji se bar jednom pojavljuje u prate¢im
delovima smena, formirati po jedno stanje, takozvano predikciono stanje. Predikciono
stanje neterminala <X> je skup svih LR(1) konfiguracija oblika <X> — eq, u gde je
<X> — o gramati¢ka smena, a u € FOLLOW(<X>).

2. Nasvako od stanja iz tacke 1 primeniti operaciju ELCClosurel.

3. Formirati skup Set koji se sastoji od stanja dobijenih u tacki 2. Dok skup Set ne postane
prazan raditi sledece:

3.1. Udaljiti proizvoljno stanje S iz skupa Set.

3.2. Za svaki gramatic¢ki simbol X, primeniti operaciju ELCGoTol(S,X). Ako rezultat
primene procedure nije prazan skup konfiguracija, rezultatom je definisano novo stanje
ELC/LR(1) detektora - naslednik stanja S po simbolu X. Ako novo stanje nije jednako
nekom od postojecih, ubaciti novo stanje u skup Set.

4. Za svaki terminalni simbol koji se bar jednom pojavljuje u prate¢im delovima smena,
formira se po jedno stanje. Ova stanja ne sadrze LR(1) konfiguracije.

Procedure ELCGoTol i ELCClosurel predstavljaju modifikovane verzije procedura GoTol i
Closurel koje se koriste u konstrukciji karakteristicnog LR(1) automata (Zadatak 4.2.2).
Modifikacija (oznacena podebljano) se ogleda u tome $to u proceduri konstrukcije ne ucestvuju
sve LR(1) konfiguracije, ve¢ samo one kod kojih se tacka nalazi unutar levog ugla (zaklju¢no sa
konfiguracijama kod kojih se tacka nalazi izmedu levog ugla i pratec¢eg dela smene).

Operacija Closurel nad skupom LR(1) konfiguracija S:

1. Dok postoji promena u skupu S raditi sledece:

1.1. Izabrati iz skupa S konfiguraciju oblika <X> — o e <Y> f3, u pri ¢emu neterminal
<Y> pripada levom uglu smene <X> — o <Y>e f3.

1.2. Dodati u skup S sve konfiguracije oblika <Y> — ey, v gde je v € FIRST(Bu)

Operacija GoTol nad skupom LR(1) konfiguracija S i gramatickim simbolom X konstruise
skup LR(1) konfiguracija S"

1. Neka je S' prazan skup.

2. Za svaku od konfiguracija oblika <X> — o e Y f3, u iz skupa S pri ¢emu se simbol Y nalazi
unutar levog ugla smene <X>—> a Y B,

2.1. Dodati u skup S' konfiguraciju oblika <X> > a Y e 3, u.

3. Primeniti operaciju Closurel na skup S'.
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Za razliku od ELC/LALR(1) parsera, gde se karakteristicni ELC automat formira na osnovu
kompletnog LALR(1) automata, u ovom pristupu izbegnuta je konstrukcija LR(1) automata jer
bi takav pristup u opstem slucaju bio neefikasan zbog veli¢ine LR(1) automata.

Konstrukcija potisne i kontrolne tabele

Potisna i kontrolna tabela parsera konstruiSu se na bazi ELC automata za zadatu gramatiku.
Svakom simbolu steka ELC parsera jednoznacno odgovara stanje ELC automata. Potisna tabela
dobija se iz tabele prelaza ELC automata uz slede¢e modifikacije:

Vrsta tabele prelaza za stanje koje odgovara markeru kraja ulazne sekvence —| elimiSe se
posto se nikad ne potiskuje na stek (ACCEPT akcija sledi odmah po prepoznavanju levog
ugla nulte smene)

Za svako predikciono stanje X koje odgovara gramati¢kom simbolu X, u vrstu X i kolonu
X stavlja se POP. Ova akcija se preduzima po uparivanju simbola X sa ulaznim podnizom
(rezim od vrha ka dnu).

Svi prelazi u stanje greSke kod ELC automata interpretiraju se kao REJECT akcije u
potisnoj tabeli.

Kontrolna tabela popunjava se prema slede¢im pravilima:

1.

3.

Ulaz kontrolne tabele popunjava se SHIFT akcijom ako i samo ako ulaz potisne tabele za
isti red i kolonu ne sadrzi REJECT.

Neka X reprezentuje proizvoljni simbol steka kome odgovara stanje ELC automata sa
konfiguracijom oblika <A> — o e 3 , u koja pripada i-toj smeni (zapaziti da se tacka nalazi
izmedu levog ugla a i prateceg dela 3). U ovom slucaju, svaki ulaz tabele u vrsti X i svakoj
od kolona y € FIRST(Bu) popunjava se sa REDUCELC(i) za i # 0, odnosno sa ACCEPT
zai=0.

Svi ulazi kontrolne tabele koji nisu obuhvaéeni pravilima 1. i 2. sadrze REJECT.

U slucaju da, posle primene gornjih pravila, svaki ulaz kontrolne tabele sadrzi jedinstvenu
akciju, procedura konstrukcije je uspesno okoncana. U suprotnom, gramatika ne pripada klasi
LR(1).

Resenje

Prosireni levi uglovi smena zadate gramatike prikazani su podvuceno:

0. <S> - <8> — 4. <S> > <S><D>a
1.<S>—><C>a<C>a 5.<C>—>¢
2.<8> - <D>b<C> 6.<D>—>¢
3.<8> > <8><C>b 7.<D>—>¢

Karakteristicni ELC/LR(1) automat za ovu gramatiku prikazan je na Sl. 4.3.6. Potisna i
kontrolna tabela parsera prikazane su na Sl. 4.3.7.
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)

"

CX

<S> e<S>— {1}

<8>—> e<(C>a<C>a, {a,c, I}
<S8>—> e<D>b<C> , {a,c, I}
<S>— e<S><C>b , {a,c, I}
<S>— e<S><D>a , {ac, I}
<C>—ec, {a}

<D>—>ec, {b}

<D>—>¢e, {b}

P <S> <s>e ()
<S>

<C>—ec, {b}
<D>—>ec, {a}
<D>—c¢e, {a}

<S> <S>.<C>b, {aac’_|}
<S§>— <S>e<D>a, {a,c,—}

<C>—>ce, {b}
<D>—>ce, {a}

<C>

=~ ]

<C>—>ce,{a}
<D>—ce, {b}

<D>

<C>

>

<D>

< (D)

<C§

—>| <S§>— <S><C>eb, {a,c, |}

<Di

<S>—><S><D>ea, {a,c,—\}

(o)

(<03

<S>— <C>ea<C>a, {a,c,—} | ‘

(o)

<§>—><D>eb<C> |, {ac, )} | ‘

¢ (o)

D

<C>—>ec > {a,b,C,_‘}

P <> ce, {a,b,c; )

Sl 4.3.6: Karakteristicni ELC/LR(1) automat

<S> <C> <D> a b c a b c -
v | <s> | <cx | <p> ¢’ RLC(7) | SHIFT
<s>0 <Cz> <D4> ct RLC(7) SHIFT ACC
<C1>1 RLC(1)
<Dz RLC(2)
<C§ RLC(3)
<Dz RLC4)
c)‘( RLC(5)|RLC(6)
cr RLC(6) |[RLC(5)
cg RLC(5) [RLC(5) |rLC(5) |RLC(5)
<C> POP . SHIFT
a POP SHIFT
b POP SHIFT

(a) POTISNA TABELA

Sl 4.3.7: ELC/LR(1) parser

(b) KONTROLNA TABELA




4.3. Hibridni pristup

299

Diskusija

U svrhu poredenja sa LR(1) tehnikom, na Sl. 4.3.8 je prikazan

gramatiku.

™)

LR(1) automat za datu

1o

<S>>e<S> {}

<S> e<C>a<C>a, {a,c, |}
<S>—> e<D>b<C> , {a,c, I}
<S>—> e<S><C>b , {a,c, I}
<S>—>e<S><D>a , {a,c, I}
<C>—ec,{a}

<D>>ec, {b}

<D>> e, {b}

<S>

) 4

<C>—>ce,{a}
<D>->ce, {b}

<D>

-

<S> <S>e—| {1}

<S>—> <S>e<C>b, {a,c, |}
<§>— <S>e<D>a, {a,c, |}
<C>—ec, {b} c
<D>—>ec, {a}
<D>—c¢e, {a}

| <§>— <S><C>eb, {a,c, |} |

Gy 4

| <S§>— <S><C>be, {a.c, I} |

| <S> <S><D>ea, {a,c,} |4'

oy

<C> | <S>— <S><D>ae, {ac, |} |
@y =

<S ">> <S>, {}

Cx

<C>—ce, {b}
<D>—>ce, {a}

<D>

<S>— <C>ea<(C>a, {a,c,—

) |

| <S§>—><C>a<C>ae, {a,c, |} |

@k

a <C>
m ’—b <S> <C>a<C>ea, {a,c, |} |
11 A 4 ;
<8>—<C>ae<C>a, {ac, |} | %
<C>—ec,{a} —» <C>—>ce,{a} |
@ \ 4 <C> @
| <S> <D>eb<C> , {a,c, |} —P| <S> <D>b<C>e, {a,c, |} |
b
By ..
<S>— <D>be<C>, {a,c,|} c %
<C>—>ec, {a,c, I} P <C>—>ce, {ac,} |

Sl 4.3.8: Karakteristicni LR(1) automat
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Ovaj automat ima ukupno 18 stanja. Medusobnim spajanjem stanja c's i c"5 koja imaju isto
jezgro, kao i stanja c', i c", dobio bi se karakteristi¢ni LALR(1) automat koji ima 16 stanja. Pri
tome bi nastao konflikt u novom stanju c, iz ¢ega se vidi da gramatika nije LALR(1). Prema
tome, ELC automat sa Sl. 4.3.6 koji ima 13 stanja, manji je kako od LR(1), tako i od LALR(1)
automata. To pokazuje da je ELC/LR(1) tehnika superiornija od tehnike redukcije LR(1)
automata po principu kompatibilnosti stanja, opisane u Fischer-u [6] koja spaja isklju¢ivo stanja
sa istim jezgrom i u najboljem sluc¢aju LR(1) automat moze da svede na veli¢inu odgovarajuceg
LALR(1) automata. Detaljnija diskusija na temu poredenja veliina parsera kod ovih tehnika
moze se naci u [4].



4. Prilozi

4.1. Lex, generator leksickih analizatora

4.1.1. Uvod

Mnoge primene racunara u sebi sadrze neku vrstu obrade teksta. Tipi¢ni primeri su leksicka
analiza kod kompilatora, razne statistiCke analize teksta (na primer program wc — “word count”
na UNIX operativnim sistemima), ili pronalazenje i obradu delova teksta koji odgovaraju
zadatom Sablonu (na primer, alat grep za izdvajanje linija u tekstualnim datotekama na osnovu
zadatog regularnog izraza, alat awk za obradu teksta).

U svim ovim sluCajevima postavlja se problem grupisanja znakova sa ulaznog toka u pojedine
leksicke jedinice.

Postupak za pisanje programa koji obavlja ovaj zadatak je potpuno definisan, i predstavlja jedan
rutinski, nekreativan posao. Zbog toga su napravljeni razliCiti generatori koda koji ga
automatizuju. Program /ex je jedan od njih.

U nastavku teksta opisan je nacin upotrebe programa lex. Na pocetku se na nekoliko
jednostavnih primera, bez zalazenja u detalje sintakse i semantike, ilustruje koriséenje lex-a.
Zatim sledi formalni opis postupka pisanja leksickih analizatora upotrebom ovog programa i na
kraju detaljni opis svih njegovih mogucénosti koje su uglavnom taksativno nabrojane sa ponekim
primerom. U daljem tekstu podrazumeva se da Citalac ima izvesna znanja o radu sa operativnim
sistemom UNIX i programskim jezikom C.

4.1.2. Kako se upotrebljava lex

Primer: Iz ulaznog teksta izostaviti sva pojavljivanja teksta “programski prevodioci”.
Princip resavanja ovog problema sa programom /ex je sledeci:

i) Pripremi se datoteka proizvoljnog imena (na primer izostavi.l) u kojoj se specificira leksicka
struktura ulaznog teksta. U nasem slucaju ona se sastoji iz samo dva reda i ima slede¢i izgled:

%%
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“programski prevodioci” ;

U ulaznom tekstu trazi se pojavljivanje sekvence programski prevodioci (bez navodnika koji
sluze samo za grupisanje reci s obzirom da sekvenca sadrzi razmak). Pronadena sekvenca, s
obzirom da nije navedena nikakva akcija (§to je oznaceno kori§éenjem znaka ;) bi¢e ignorisana i
nece biti prepisana na standardni izlaz, za razliku od preostalog dela ulaznog teksta koji se
prepisuje, $to je podrazumevano ponasanje.

ii) Datoteka izostavi.l se obradi komandom
lex izostavi.l
Rezultat prethodne obrade je datoteka lex.yy.c u tekuc¢em katalogu.
iii) Slede¢om komandom dobijamo gotov leksicki analizator u formi filtra:
cc -0 izostavi lex.yy.c -1l
Njen rezultat je izvrSni program izostavi u teku¢em katalogu.
Da bismo proverili rad naSeg analizatora, pripremimo datoteku proba sa slede¢im tekstom:

programski prevodioci i savremena ekonomija

su moji

omiljeni predmeti.
Komandom

izostavi <proba
na standardni izlaz ¢e biti ispisan slede¢i tekst:

i savremena ekonomija

su moji

omiljeni predmeti.
Iz ovog primera moze se izvuéi nekoliko zakljucaka. Prvo, razvoj ovakvih programa
koriS¢enjem lex-a neuporedivo je jednostavniji (manja veli¢ina koda i krace vreme razvoja) u
odnosu na resSavanje istog problema u klasicnom programskom jeziku. Efikasnost programa

dobijena na ovaj nalin je sasvim zadovoljavajuca i “ru¢nim kodiranjem” je nemoguce dobiti
veca poboljSanja.

Drugo, posto je poslednji korak u pisanju leksi¢kog analizatora bio aktiviranje prevodioca za C,
moze se zakljuciti da je /ex formirao C program na osnovu ulazne specifikacije (datoteka
lex.yy.c). U daljem tekstu videcemo znacaj ove ¢injenice.

Trece, iz nacina upotrebe dobijenog leksickog analizatora vidi se da se ulazni tekst Cita sa
standardnog ulaza i ispisuje na standardni izlaz. Kasnije ¢e biti objasnjeno kako se ovo
ponasanje moze promeniti.

Primer: U ulaznom tekstu zameniti pojavljivanja reci “prevodioci” sa “kompilatori”.
lex program za ovu namenu ima sledeéi izgled:

%%
prevodioci printf( “kompilatori”);
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1z ovog primera vidimo da je u /ex program moguce ubaciti sopstveni programski kod, u
konkretnom slucaju poziv bibliotecke funkcije printf, pisan u jeziku C. Taj kod ¢e biti ubacen
na odgovarajuée mesto u izvornom C programu koji formira lex i aktiviran prilikom uparivanja
ulaza sa zadatom sekvencom prevodioci.

Izvrs$ni program dobijamo gore opisanim komandama i pokre¢emo komandom:
zameni <proba
Kao rezultat obrade datoteke proba, na standardnom izlazu dobija se sledeci tekst

programski kompilatori i savremena ekonomija

su moji

omiljeni predmeti.
Primer: Izbrojati sva pojavljivanja slova ‘a’ u ulaznom tekstu i na njegovom kraju dati
odgovarajuéi izvestaj.

Sledeca ulazna specifikacija formiraée leksicki analizator sa trazenom funkcijom:

int x;
%%
a {
x++;
putchar('a');
¥
%%
main() {
yylex();
printf(“\n%d slova a\n", x);
}

Celobrojna promenljiva x uvecava se za 1 na svaku pojavu slova a u ulaznom tekstu (a se pri
tome ispisuje na standardni izlaz, da bi ulazni tekst ostao neizmenjen).

U prethodna dva primera nismo specificirali nasu main funkciju. Zbog toga je prilikom
povezivanja programa koriS¢ena ona koja se nalazi u biblioteci libl.a (to je prekida¢ -1l u pozivu
C prevodioca). Ona je oblika

main() {
yylex();
}

i koristi se ukoliko ne dostavimo povezivacu nasu verziju. Ovu, a i druge potrebne funkcije i
deklaracije potrebnih globalnih promenljivih mozemo da navedemo iza drugog znaka %%, kao
u primeru. Naravno, niSta nas ne sprecava da ove funkcije smestimo u posebne datoteke,
prevedemo ih nezavisno i povezemo sa predmetnom datotekom lex.yy.o. Drugo $to moze da se
primeti je forma leksickog analizatora koju daje /ex. Vidimo da on ima oblik C funkcije sa
imenom yylex().

Na osnovu ovog pregleda programa lex moguce je shvatiti osnovne principe njegovog
koriS¢enja. U daljem tekstu sledi formalni opis strukture /ex specifikacije.
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4.1.3. Forma specifikacije u lex-u

Lex program u op$tem slucaju ima sledeci oblik:

regularne definicije

%%

pravila

%%

dopunski programski kod na jeziku C

Nije potrebno da postoji svaki od ovih delova, ali bar jedan separator sekcije %% mora da se
pojavi. Pre opisa sadrzaja svake od sekcija, objasni¢emo ukratko strukturu generisanog
analizatora koji je u obliku izvornog programa.

Leksicki analizator koji je proizveo program lex sastoji se iz jedne centralne funkcije i nekoliko
pomoc¢nih koje ova poziva. Centralna funkcija je yylex(), i vraca rezultat tipa int. Funkcija
yylex() realizuje konacni automat koji Cita tekst sa standardnog ulaza dok ne upari deo teksta
(jednu leksemu) nekim od korisnicki definisanih pravila. Tada se izvrSava korisnicki definisana
akcija (sve akcije nalaze se u okviru switch strukture gde se na bazi rednog broja pravila vrsi
izbor akcije). Ako se u okviru akcije upotrebi iskaz return sa celobrojnom povratnom
vrednos$cu, funkcija zavrSava rad i predaje kontrolu pozivaocu (koji ¢e je ponovo pozvati za
nastavak obrade ulaznog teksta, odnosno za prepoznavanje sledece lekseme). Ako akcija ne
sadrzi iskaz return, posle zavrSetka korisni¢ke akcije u okviru funkcije yylex() prelazi se na
prepoznavanje sledece lekseme, bez povratka kontrole pozivaocu. Kada se celokupan ulazni
tekst procita, funkcija yylex() zavrSava sa radom i vraca vrednost EOF.

4.1.3.1.  Pravila

Pravila se sastoje iz dva dela. Prvi deo ide od pocetka linije i zavrSava se prvim razmakom ili
tab-znakom. U terminologiji lex-a ovaj deo se zove uzorak (pattern) ili regularni izraz.
Regularnim izrazom opisuje se niz znakova koji treba prepoznati u ulaznom tekstu.

Drugi deo je iza razmaka je akcija. Kada je pocetak ulaznog teksta opisan nekim regularnim
izrazom, izvrSava se akcija pridruzena tom izrazu. Ako ulazni tekst nije opisan ni jednim
regularnim izrazom, tekst se samo ispisuje na standardni izlaz. Ukoliko viSe regularnih izraza
opisuje ulazni tekst, primenjuje se pravilo koje moze da upari vise znakova sa ulaza. Ako vise
pravila uparuje isti broj znakova, ono koje je prvo navedeno ima prioritet.

Iskazi na C-u u okviru akcije standardno se piSu u okviru jednog reda. Akcija moze da se
protegne i na viSe redova, ukoliko se uokviri viticastim zagradama.

U okviru akcije moguce je pristupiti tekstu koji odgovara uparenom regularnom izrazu. Taj
tekst se nalazi u promenljivoj char *yytext, i zavrSava se znakom null. Njegova duZina, ne
raunajuci zavr$ni znak, moze se procitati u celobrojnoj promenljivoj yyleng.

Ako vise pravila ima istu akciju, postoji mogucnost da se ona napiSe samo jednom. Niz pravila
oblika

izrazl akcija
izraz2 akcija
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moze da se napise u obliku

izrazl |
izraz2 akcija

Vertikalna crta znaci “upotrebi akciju iz sledeceg pravila®.

4.1.3.2.  Regularni izrazi

U dosadasnjim primerima upotrebljavani su regularni izrazi najjednostavnijeg tipa: niz znakova
koji moze da se upari jedino sa samim sobom. Lex omogucéava pisanje regularnih izraza kojima
odgovara vise razli¢itih nizova znakova. Ovakvi regularni izrazi piSu se uz pomo¢ simbola koji
imaju specijalno znacenje. Sledeéi znaci su rezervisani za tu namenu:
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Da bi se neki od od tih znakova upotrebio kao obi¢an (da mu se ukine specijalno znacenje)
moze da se uokviri navodnicima ili da se napiSe iza znaka \. Ovaj znak ¢ak i pod navodnicima
zadrZava specijalno znacenje. Tako se regularni izraz koji prepoznaje par znakova \* piSe kao

N
Navodnik se u kontekstu obi¢nog znaka pise kao \".
Regularni izraz u lex-u je, u opstem slucaju, oblika

[ <pocetni uslov,..>] [ ~ ] uzorakl [/uzorak2] [$]

gde uglaste zagrade oznaCavaju opcione elemente. Znacenje pojedinih polja u navedenom
opStem obliku izraza je sledece:

<pocetni uslov,...> uparivanje je samo u sluaju navedenih pocetnih uslova (objasnjeno

kasnije)
A uparuje se sa pocetkom linije
uzorakl regularni izraz kojim se opisuje niz za uparivanje (objasnjeno u nastavku)
Juzorak?2 regularni izraz kojim se opisuje kontekst uparivanja
$ uparuje se sa krajem linije

Regularni izrazi uzorakl i uzorak2 formiraju se po slede¢im pravilima:

i) Osnovni regularni izrazi su:

regularni izraz znacenje

abc tekst abc

\a znak a, ¢ak i kada je specijalan
. bilo koji znak osim “\n’

[1234567890] klasa znakova; bilo koji znak unutar uglastih zagrada, u primeru bilo koja
cifra

[0-9] klasa znakova; specificiranje opsega; u primeru sve cifre od 0 do 9
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regularni izraz znacenje

[a-zA-Z] klasa znakova; kombinovanje prethodne dve tehnike; u primeru sva mala
i velika slova

["a-z] klasa znakova; " wupotrebljen iza [ oznaCava bilo koji znak osim
specificiranih; u primeru bilo koji znak osim malog slova

(izraz) isto znacenje kao i bez zagrada; zagrade sluze za grupisanje prilikom
primene operatora

(ime_definicije}  specificiranje regularne definicije (objasnjeno kasnije)

ii) Ako sur i s regularni izrazi, tada se primenom sledecih operatora mogu dobiti novi regularni
izrazi:

izraz  znadenje

r+ jedno ili viSe pojavljivanja r
r¥* nula ili viSe pojavljivanja r
r? nula ili jedno pojavljivanje r

r{n}  npojavljivanjar
r{n,m} odn do m pojavljivanja r
rs sekvenca sastavljena odris
rls rilis
iii) Svi regularni izrazi dobijaju se kona¢nom primenom pravila 7 i 7i.

Lex prepoznaje i standardne sekvence iz C jezika za specificiranje grafickih znakova: \n, \t, \b,
\r, \f i \ooo (oktalna reprezentacija). Unutar klasa (uglastih zagrada) jedino znaci \, -, " i ]
zadrzavaju specijalno znacenje.

Kao ilustracija moguénosti koje pruza lex moze da posluzi regularni izraz kojim se opisuje
komentar u C jeziku, koji pocinje nizom “/*” a zavrSava se nizom “*/”. Unutar komentara smeju
se pojaviti svi znaci, pa i znaci “*’ i °/°, osim $to nije dopustena pojava znaka °/’ neposredno iza
“*’_s obzirom da ta kombinacija znakova oznacava kraj komentara.

SPROPE[AE] [N FVNE[A]) R k)

U gornjem izrazu, unutra$nji deo komentara opisan je na slede¢i nacin: na pocetku je nula ili
viSe pojava znaka ‘/’, zatim sledi sekvenca od nula ili vise elemenata sledeceg oblika:

e bilo koji znak osim znakova /> i “*’, ili
e bilo koji znak osim ‘*’ iza koga sledi znak /’, ili
e znak ‘*’ iza koga sledi bilo koji znak osim /°

Iza ove sekvence moze se pojaviti nula ili viSe znakova *’ Cime je opis unutrasnjeg dela
komentara kompletiran.
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4.1.3.3.  Pocetni uslovi

Pocetni uslovi omoguéavaju dinamicku promenu skupa aktivnih pravila leksickog analizatora.
Pocetni uslovi se deklariSu u delu sa definicijama koristec¢i direktivu %s za inkluzivne, odnosno
%x za ekskluzivne pocetne uslove. Na primer:

%s imel ime2
%x ime3 ime4

uvodi dva inkluzivna pocetna uslova imel i ime2 i dva ekskluzivna pocetna uslova ime3 i ime4.
Pravilo je uslovljeno ako na njegovom pocetku stoji niz imena pocetnih uslova uokvirenih
znakovima <i>.

U inicijalnom rezimu rada aktivna su jedino pravila koja nisu uslovljena. Pocetni uslov id
aktivira se u okviru akcije iskazom BEGIN(id). Tada leksicki analizator prelazi u rezim rada u
kome su aktivna jedino pravila uslovljena sa id, u sluc¢aju da se radi o ekskluzivnom uslovu,
odnosno pravila uslovljena sa id i sva pravila bez pocetnog uslova, u slucaju da se radi o
inkluzivnom uslovu. Sa BEGIN 0 leksicki analizator vraéa se u podrazumevani rezim rada.

Slede¢i primer ilustruje upotrebu pocetnog uslova pri obradi komentara u jeziku C. Generisani
leksicki analizator izostavlja sva pojavljivanja reci jezici izvan komentara, a u okviru komentara
izostavlja sve osim te re¢i. Pocetak komentara /* prebacuje leksicki analizator u rezim pocetnog
uslova KOM, kada se re¢ jezici uparuje prvim pravilom. U tom trenutku aktivno je i poslednje
pravilo, ali se izbor pravila vrsi po redosledu njihovog pojavljivanja. Leksicki analizator vraca
se u inicijalni rezim kada naide kraj komentara */.

%s KOM

%%

<KOM>jezici  printf( “\“jezici\” u komentaru\n” );
<KOM>"*/? BEGIN 0;

<KOM>.|\n ;

yE BEGIN (KOM);

jezici ;

%%

4.1.3.4.  Uparivanje u kontekstu

Konstrukcija /uzorak2, gde uzorak? oznacava proizvoljan regularni izraz, koja se moze
upotrebiti na kraju regularnog izraza uzorak definiSe prateci kontekst za prepoznavanje izraza
uzorak. U tom slucaju, iza teksta koji se uparuje izrazom wuzorak, mora se pojaviti tekst koji se
moze upariti izrazom uzorak2. Tekst uparen izrazom uzorak? ne predstavlja deo prepoznatog
teksta, ve¢ samo uslov da tekst uparen izrazom uzorak bude prepoznat. U slede¢em primeru
prvo pravilo prepoznaje niz cifara kao neoznaceni ceo broj jedino ako iza njih neposredno reé¢
int. U okviru pravila funkcija atoi najpre odreduje binarnu vrednost broja na osnovu niza cifara
prosledenog lex promenljivom yytext, a zatim se funkcijom printf na izlazu ispisuje broj ponovo
u obliku niza znakova. Drugo pravilo uparuje re¢ int i na izlaz ispisuje re¢ float.

%%
[0-9]+/int printf(“‘ceo broj %d “, atoi( yytext ) );
int printf(“float”);
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4.1.3.5.  Regularne definicije

Kao $to je moglo da se zapazi, regularni izrazi mogu da budu veoma slozeni. Da se olaksala
njihova upotreba, upotrebljavaju se regularne definicije. One su oblika

ime regularni_izraz
1 zasnivaju se na makro-procesiranju. Kad god se od mesta takve definicije naide na
{ime}

ono se zamenjuje tekstom regularni izraz. Ovo vazi i u samoj sekciji za regularne definicije, pa
se na ovaj nac¢in mogu inkrementalno graditi slozeni izrazi.

4.1.3.6.  liskazi na C-u u lex-u

Osim u pravilima, razli¢iti iskazi na C-u se mogu pojaviti i na drugim mestima. Prvo, u delu sa
regularnim definicijama, ispred prvog %%, mogu da se jave deklaracije promenljivih, definicije
tipova i sli¢no, ukoliko se napiSu u okviru jednog reda. Takav red mora da pocinje jednim
razmakom ili tab-znakom. U generisanom C kodu ovaj red se pojavljuje izvan i pre bilo koje
funkcije. Znaci, to je mesto pogodno za deklaracije globalnih promenljivih.

Problem nastaje kada je potrebno u taj deo ubaciti potrebne pretprocesorske direktive. Te
direktive se pisu od prve kolone, pa je nemoguce da se koristi mehanizam sa uvlacenjem reda.
Tada se koristi slede¢i metod:

%{
... tekst ...
%o}

pri ¢emu su simboli % na pocetku linije. Tekst napisan izmedu ovih grani¢nika se direktno
prepisuje u izlazni C program, takode na pocetak datoteke.

Ako se deklaracija, uvucena od pocetka linije, javi iza prvog znaka %%, a pre prvog pravila, u
rezultuju¢em kodu ona postaje lokalna deklaracija funkcije yylex().

Na kraju, ostaje podrucje iza drugog %%. Ovaj deo se direktno prepisuje u izlaznu datoteku,
bez ikakvih ogranicenja.

4.1.3.7.  Napredne tehnike

Lex u izlaznom kodu definise nekoliko makroa (direktivama #define) koji se mogu koristiti u
okviru akcija. Ovi makroi saZeti su u slede¢em spisku:

e input() makro leksicki analizator koristi da procita novi znak sa ulaza. Ovaj znak Cita se iz
datoteke na koju pokazuje tok yyin.

e output(c) ispisuje jedan znak u okviru podrazumevane akcije. Datoteka u koju se vrsi
ispisivanje odredena je sa yyout.

e yyin i yyout su globalne promenljive tipa FILE* inicijalizovane na stdin i stdout,
respektivno. Njihovim postavljanjem na druge vrednosti, na primer u okviru nase funkcije
main, ovo moze lako da se promeni. Na taj nac¢in moguce je promeniti ulazni i izlazni tok u
rezultuju¢em leksickom analizatoru.
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e unput(c) vraca znak u ulazni tok, tako da se moze koristiti u slede¢em uparivanju.

e REJECT vraca upareni tekst nazad i omogucéava da ga neko drugo pravilo prepozna. Time
je omoguceno procesiranje preklapajuc¢ih nizova znakova.

e yymore() utice da se novi upareni niz znakova akumulira na prethodni, tako da su posle
toga oba u promenljivoj yytext.

e yyless(n) skracuje upareni tekst za n znakova koje vraca u ulazni tok.

Znacenje ovih makro definicija moze se jednostavno promeniti pretprocesorskim direktivama
#undef 1 #define u delu sa regularnim definicijama unutar ograni¢avaca %{ i %}. Takode moze
da bude korisno definisati funkciju yywrap(). Ona se poziva kada se pri ¢itanju ulaznog toka
naide na kraj datoteke. Jedna verzija ove funkcije postoji u pomenutoj biblioteci libl.a.

4.1.4. Primer

Slede¢i, malo kompletniji primer predstavlja leksicki analizator za jezik C. On nije potpun
jedino u smislu da je u cilju ustede prostora izbafeno prepoznavanje svih klju¢nih reéi,
operatora i sl. Posto je zamisljen kao komponenta kompilatora, napravljen je tako da sa nekim
terminalnim simbolima vraca i njihove atribute. Atributi se dostavljaju parseru kroz globalnu
promenljivu yylval koja je u datoteci y.tab.h definisana kao unija. U istoj datoteci definisana su i
simbolicka imena za celobrojne kodove terminalnih simbola koji se u okviru akcija vracaju
iskazima return. Ovu datoteku kreira generator parsera. Kod nekih terminalnih simbola
predstavljenih jednim ulaznim znakom, na primer ‘(, parseru se vraca ASCII kod znaka kao
oznaka terminala.

%o{

#include <stdio.h>
#include <string.h>
#include <ctype.h>
#include “y.tab.h"
long atol();

void *emalloc();
unsigned nlines = 1;

char c;

extern void *emalloc();

Yo}

slovo [ A-Za-7]

cifra [0-9]

nenulta_cifra [1--9]

oktalna_cifra [0-7]
heksadecimalna_cifra [0-9A-Fa-f]

identifikator {slovo}({slovo}|{cifra})*

celobrojni_sufiks ((MML1?2[UD)|([uU]?[IL]?))
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decimalna_konstanta {nenulta_cifra} {cifra}*{celobrojni_sufiks}
oktalna_konstanta 0{oktalna_cifra}*{celobrojni_sufiks}
heksadecimalna_konstanta 0[xX]{heksadecimalna_cifra}*{celobrojni_sufiks}
znakl [ A\\n\‘]

znak2 \[ntvbrfa\\2\*\"]

znak3 \\{oktalna_cifra}{1,3}

znak4 \\x {heksadecimalna_cifra}+

znak ({znak1}|{znak2}|{znak3}|{znak4})
znakovna_konstanta \*{znak}\'

niska ()W) *

konstanta sa pokretnim zarezoml] {cifra}+\. {cifra}*([eE]{cifra}+)?[fFIL]?
konstanta_sa_pokretnim_zarezom?2 {cifra}*\.{cifra}+([eE]{cifra}+)?[fFIL]?
konstanta_sa_pokretnim_zarezom3 {cifra}-+\.? {cifra}*[eE]{cifra}+[fFIL]?
konstanta_sa_pokretnim_zarezom4 {cifra}*\.?{cifra}+[eE]{cifra}+ [RIL]?

%%

[\t] |

\n nlines++ ;

auto return( AUTO_ );
break return( BREAK );
case return( CASE );
/*itd. */

\( return( ‘(" );

\) return( )’ );

\{ return( “{’);

\} return( ‘}’);

\[ return( ‘[”);
/*itd. */

{identifikator}  {

yylval.name = emalloc( yyleng+ 1);
strepy( yylval.name, yytext );
return( IDENTIFIKATOR );

}
{znakovna_konstanta} return( ZNAKOVNA KONSTANTA );
{decimalna_konstanta} |
{oktalna konstanta} |
{heksadecimalna konstanta} {
yylval.value = atol( yytext );
return( CELOBROJNA KONSTANTA );
}
{konstanta_sa_pokretnim_ zarezoml} |
{konstanta sa pokretnim zarezom2} |
{konstanta_sa pokretnim_zarezom3} |
{konstanta sa pokretnim_zarezom4} {
yylval.name = emalloc( yyleng+1 );
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strepy( yylval.name, yytext );
return( KONSTANTA SA POKRETNIM_ZAREZOM );

}
U/*ll {
loopl1 :
while ((c = input()) != “*°)
if (c=="“n") (
nlines++;
orglines++;
}
else if (¢ ==EOF)
fatal( “neocekivan kraj datoteke" );
switch (input()) {
case ‘/’: break;
case “*': unput(‘*°);
default: goto loopl;
}
}
{niska} {
yylval.name = emalloc( yyleng+1);
strepy( yylval.name, yytext );
return( NISKA );
}
%%
void *emalloc( size )
size_t size;
{
void *p;
if ((p = emalloc( size )))
return p;
fprintf( stderr, “Out of memory\n” );
exit( 1);
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4.2. Gramaticke transformacije

4.21. Uvod

Mnoge procedure projektovanja u ovoj knjizi zahtevaju da data bezkontekstna gramatika ima
odredene osobine (da, recimo, bude LL(1) ili POMERI-IDENTIFIKUJ). Cesto gramatika
opisana iz uputstva za jezik ili nekako drugacije ne poseduje traZzenu osobinu. U ovom dodatku,
predstavljamo izvestan broj metoda transformacije koji se mogu koristiti da se data gramatika
preinaci, da bi se ostvarila nova gramatika koja generise isti jezik, ali ima neke od Zeljenih
osobina. Sekcije od 4.2.2 do 4.2.5 sadrze transformacije pogodne za ostvarivanje parsirajuc¢ih
gramatika "od vrha ka dnu", a sekcije 4.2.6 do 4.2.8 sadrze transformacije za parsiranje od dna
ka vrhu. U celom dodatku pretpostavljamo da su iz gramatike uklonjene sve smene koje sadrze
suvi$ne simbole.

Nije garantovano da ¢e ove transformacije da preinace neku proizvoljnu gramatiku u gramatiku
sa parsiranjem od vrha ka dnu, ili od dna ka vrhu, jer neki bezkontekstni jezici nemaju
gramatiku koja se moze parsirati potisnom masinom od vrha ka dnu ili od dna ka vrhu. Ipak, po
nasem iskustvu za vecinu realnih programskih jezika projektovanje sintaksnih procesora se
moze zasnovati na jednom od sledecih tipova gramatika: g-gramatika, LL(1), slabog prvenstva,
prostog-meSovitog prvenstva, SLR(1) ili LALR(1). Transformacije predstavljene u ovom
dodatku obi¢no su adekvatne za pretvaranje gramatike programskog jezika u bilo koji od
zahtevanih tipova.

4.2.2. Leva faktorizacija

Pretpostavimo da gramatika sadrzi dve smene
<S> — IF <B> THEN <S1>
<S> — IF <B> THEN <S1> ELSE <S>

Gramatika ne moze da bude LL(1) jer obe smene imaju terminal IF u svojim selekcionim
skupovima. Kad god dve smene sa istim levim stranama imaju desne strane koje poc€inju istim
simbolom ili simbolima, i ovi zajednic¢ki simboli generiSu bar jedan neprazan niz terminala,
onda selekcioni skupovi nisu disjunktni, i gramatika nije LL(1).

U projektovanju LL(1) gramatike vazno je da jezicke konstrukcije sa istim pocecima budu
generisane iz zajedniCkih smena. Za gore navedeni primer zajednicki pocetak mogao bi se
posti¢i zamenom dve date smene slede¢im smenama:

<S> — IF <B> THEN <S1> <something>
<something> — ELSE <S>

<something> — ¢
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gde je <something> novi neterminal koji se ne javlja nigde drugde u gramatici. Za ove tri smene
se kaze da su dobijene od originalne dve "levom faktorizacijom", posto je zajednicki levi deo
desnih strana smena "faktorizovan" u jednu smenu.

Princip leve faktorizacije se moze izraziti i u simboli¢kim terminima:
U gramatici koja sadrzi n smena

<A>—>a B

<A>—> a B,

gde je <A> neterminal, a o 1 B; za 1<i<n su sekvence neterminala i terminala, ove smene mogu
da se zamene slede¢im smenama:

<A> — o <new>

<new> — B,

<new> — B,

gde je <new> neterminalni simbol koji nije iz originalne gramatike. Gramatika dobijena ovom
zamenom generise isti jezik kao i originalna i kaze se da je dobijena levom faktorizacijom.

Leva faktorizacija moze da bude primenjena i u translacionim gramatikama. Na primer, dve
smene

<S> — IF <B> {JUMPF} THEN <SI> {LABEL}

<S> — IF <B> {JUMPF} THEN <S1> {JUMP} {LABEL} ELSE <S> {LABEL}
se mogu faktorizovati u

<S> — IF <B> {JUMPF} THEN <S1> <else clause>

<else clause> — {LABEL}

<else clause> — {JUMP} {LABEL} ELSE <S> {LABEL}

4.2.3. Ugaona zamena

Razmotrimo dato gramati¢ko deSavanje neterminala na desnoj strani smene. Svaki put kad se
smena koristi u izvodenju, desavanje mora svuda da se zameni desnom stranom neke smene tog
neterminala.

Moguce je tako izmeniti datu gramatiku da se posmatrano desavanje simbola zamenom odstrani.
Ta izmena se zove "supstitucija" i simbolicki je opisana ovako:

Ako gramatika sadrzi n smena

<A>—> (0]

<A>—> a,
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sa levim stranama smena <A> (i ni jednim drugim), i ako gramatika ima datu smenu oblika

<B> > B<A>y

gde je <B> neterminal, a i y su nizovi neterminala i terminala, onda data smena moze da se
zameni sa n smena:

<B>>Bay

<B>—Bony
Gramatika dobijena ovim zamenama generiSe isti jezik kao i originalna i kaze se da je dobijena
zamenom de$avanja neterminala <A> u datoj smeni.

Za bilo koju gramati¢ku smenu, prvi levi simbol (ako ga ima) na desnoj strani ¢emo zvati ugao
smene. Prazna smena nema ugao. Ako je zamena nac¢injena na uglu date smene tu zamenu ¢emo
zvati ugaona zamena. Ugaona zamena je osnovna tehnika u stvaranju i poboljSanju LL(1)
gramatika.

Da bismo ilustrovali kako se ugaona zamena moze Koristiti u stvaranju LL(1) gramatika,
razmotrimo sledecu gramatiku sa pocetnim simbolom <A>:

1. <A>—>a

2. <A>—<B>c

3. <B>— a<A>

4. <B>— b<B>

Ova gramatika nije LL(1), jer selekcioni skupovi smena 1 i 2 sadrze a. Zamenom ugla smene 2
(odn. <B> u desnoj strani smene 2), dobijamo gramatiku

1. <A>—>a
2a. <A>— a<A>c
2b. <A> — b<B>c
3. <B>—>a<A>
4. <B>— b<B>
gde je smena 2 sada zamenjena dvema smenama, po jednom za svaku smenu sa levom stranom

<B>.

Nova gramatika nije LL(1) jer smene 1 i 2a imaju @ u svojim selekcionim skupovima. Za
ocekivati je da jedna od zamenjenih smena generiSe sekvencu koja pocinje sa a posto i
originalna smena generiSe takvu sekvencu. VaZzna osobina nove gramatike je da obe konfliktne
smene pocinju sa a i da se mogu levo faktorizovati. Posle izvodenja leve faktorizacije gramatika
postaje LL(1).

Ugaona zamena je korisna i u pretvaranju LL(1) gramatika u g—gramatike. Na primer,
razmotrimo slede¢u LL(1) gramatiku sa pocetnim simbolom <S>:

. <S>—> <S>

2. <S> <A>c

3. <A>—>a<S>
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4. <A>—>b

Ova gramatika nije g—gramatika jer je ugao smene 2 neterminal. Zamena ovog ugla daje
gramatiku

1. <S>—> <S>
2a. <S> — a<S>c
2b. <8>— bc
Posto zamena uklanja iz gramatike deSavanja neterminala <A> u smeni 2, smene 3 i 4 postaju

nedostizne i uklanjaju se. Nova gramatika je g—gramatika.

Ugaona zamena ¢uva LL(1) osobinu i moZe se uvek koristiti za pretvaranje LL(1) gramatike u
g—gramatiku. Osnovni princip je sledeéi:

Ako je LL(1) gramatika modifikovana ugaonom zamenom, dobijena gramatika je isto LL(1).
Ako LL(1) gramatiku viSestruko modifikujemo ugaonom zamenom sve dok svi uglovi ne
postanu terminali, onda je rezultujuca gramatika q-gramatika.

Prednost modifikovanja LL(1) gramatike supstitucijom uglova je ta Sto potisne masine za novu
gramatiku mogu parsirati u manje koraka. Mana je Sto rezultuju¢a gramatika obi¢no ima viSe
smena i odgovaraju¢a masina je veca.

4.2.4. Singlton supstitucija

Kada Zelimo da dobijemo LL(1) gramatiku, kontraproduktivno je vrsiti supstituciju onih pojava
koje nisu uglovi. Ovakve supstitucije zamenjuju jednu smenu sa nekoliko smena koje imaju isti
ugao i zajednicki ugao uzrokuje konflikte u selekcionom skupu. Izuzetak je slucaj kada postoji
samo jedna smena sa datom levom stranom. Smena koja jedina ima datu levu stranu zove se
singlton.

VaZna osobina singlton smena je da, ako se njena leva strana pojavljuje na desnoj strani smene
P, supstitucija te pojave jednostavno rezultuje zamenom smene p jednom novom smenom. Tako
se pojave leve strane smene mogu viSestruko supstituisati bez poveéanja broja smena.
Razmotirimo na primer slede¢u gramatiku sa startnim simbolom <S>:

1. <S> — a<A><A>

2. <S> b<A>

3. <8&>—>c¢

4. <A>—> a<S>b

U ovom primeru, smena 4 je jedina smena sa levom stranom <A>. Supstitucija <A> u smenu 2
rezultuje zamenom smene 2 jednom smenom

<S> — ba<S>b
Daljom supstitucijom pojava <A>u smeni 1, dobija se gramatika
1. <S> — aa<S>ba<S>b
2. <S> - ba<S>b

3. <S>>c¢c
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gde je smena 4 izbaCena jer je nedostiZzna. Nova gramatika je jednostavnija jer ima manje smena
i manje neterminala; kompleksnija je jer se viSe simbola javlja na desnim stranama. Obe
gramatike su q-gramatike.

Koristimo izraz singlton supstitucija za supstituciju pojava neterminala koji su leve strane
singlton smena.

Vazna osobina singlton supstitucije je da svaka nova smena ima isti selekcioni skup kao i stara
smena, pa tako singlton supstitucija ¢uva LL(1) osobinu. Kao u primeru, singlton supstitucija
moze se ponavljati dok se ne uklone sve pojave date leve strane na desnim stranama smena.
Singlton smena se moze odbaciti, osim ako je njena leva strana startni simbol. Za odbacenu
smenu kaze se da je eliminisana singlton supstitucijom. Rezultuju¢a gramatika je LL(1) ako je
to i originalna gramatika, a odgovaraju¢a masina ima manje stek simbola.

Postoji jedan nebitan izuzetak: kada je desna strana singlton smene sadrzi levu stranu kao u
smeni
<> —a<l>b

U takvom slucaju, simbol sa leve strana je mrtav i smena nestaje eliminacijom suviSnih simbola.

4.2.5. Eliminacija leve rekurzije

Neterminal je (indirektno) levo rekurzivan ako se sentenca koja poc€inje tim neterminalom moze
izvesti iz istog tog neterminala primenom jedne ili viSe smena. Smena je (indirektno) levo
rekurzivna ako se moze koristiti kao prvi korak u takvom izvodenju. Simbolicki, neterminal
<A> je levo rekurzivan ako i samo ako postoji niz 3 takav da

N
<A>=><A>p
a smena
<A>—>a

je levo rekurzivna ako i samo ako postoji B takvo da

a=><A>p
Smena je direktno levo rekurzivna (self left recursive) ako su joj ugao i leva strana jednaki.
Takva smena mora biti i levo rekurzivna zato Sto je desna strana sentenca koja poc€inje levom
stranom 1 izvodenje se ostvaruje u nula koraka.Direktna leva rekurzija je ilustrovana smenom 1
na Sl. 4.2.1(a) koja ima <S> kao ugao i levu stranu. Druga smena u ovoj gramatici nije levo
rekurzivna.

1. <S>— <S>a 1. <A>— a<B>
2. <S> ->b 2. <A>— <B>b
3. <B>—><A>c
(a) 4. <B>—d
(b)

Sl 4.2.1: Gramatike sa levom rekurzijom
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Primer indirektne leve rekurzije ilustrovan je gramatikom na Sl. 4.2.1(b). Ovde su neterminali
<A> i <B> levo rekurzivni §to dokazujemo izvodenjima

<A> = <B>b = <A>cb
<B> = <A>c¢ = <B>bc

Izvodenja poc¢inju smenama 2 i 3, respektivno, koje su prema tome levo rekurzivne smene. Leva
rekurzivnost pokazuje se relacijama
.

*

<B>b=><A>ch i <A>c=><B>bc
Smene 1 i 4 nisu levo rekurzivne.

Gramatika sa levo rekurzivnim neterminalom ne moze biti LL(1) gramatika. Centralna ideja
dokaza ove tvrdnje je: selekcioni skup bilo koje levo rekurzivne smene sa levom stranom <X>
mora sadrzavati i FIRST(<X>), i tako dolazi u konflikt sa selekcionim skupovima svih ostalih
smena koje imaju levu stranu <X>. U slucaju na SI. 4.2.1(b) konflikt selekcionih skupova smene
1 i levo rekurzivne smene 2 pokazuje se

SELECT(1) = FIRST(a<B>) = {a}

SELECT(2) = FIRST(<B>b) = {a,d}
Levo rekurzivna gramatika se uvek moze preurediti u gramatiku bez leve rekurzije. Opste
tehnike za ovo su prili¢no sloZene, ali postoji specijalni slucaj kada je pruredivaje gramatike

pravolinijsko. To je slu¢aj kada je svaka levo rekurzivna smena direktno levo rekurzivna. Ovaj
slucaj je primenljiv za vec¢inu prakti¢nih primena u programskim jezicima.

Osnovna ideja u ovom slucaju je da rekurzivne neterminale posmatramo kao generatore nekog
niza posle koga dolazi lista od nula ili viSe ¢lanova. Na Sl. 4.2.1(a) na primer posmatramo <S>
kao generator niza b posle koga sledi lista od nula ili viSe a-ova.Prirodni metod od vrha ka dnu
(top-down) za izrazavanje ovog nacina posmatranja je

<A> — b<list>

<list>— a<list>

<list>— ¢
Prethodna ideja generalizuje se sledeCom transformacijom za uklanjanje direktne leve rekurzije:

Pretpostavimo da neterminal <A> ima m direktno rekurzivnih smena

<A>—> <A>q; za 1<i<m
7 smena
<A> > B; za 1<j<n
koje nisu direktno levo rekurzivne. Zamenimo te smene smenama
<A> — B <list A> za 1<j<n
<list A> — o;<list A> za 1<i<m

<list A> —> ¢

gde je <list A> novi neterminal.

Nove smene se interpretiraju: <A> generiSe jedan od f3; -ova koga sledi lista od nula ili vise o-
ova.
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Sa izuzetkom odredenih dvosmislenih gramatika: Ako je data gramatika takva da su
sve levo rekurzivne smene direktno levo rekurzivne, onda se ekvivalentna gramatika
bez leve rekurzije moze dobiti primenom predhodnih transformacija na sve levo
rekurzivne neterminale.

Kada se koristi zajedno sa supstitucijom uglova, ovo transformaciono pravilo moze eliminisati
levo rekurzivne smene Cak i onda kada neke smene nisu direktno levo rekurzivne. Uzmimo
gramatiku sa Sl. 4.2.1(b) kao primer, leva rekurzija moze se eliminisati prvo supstitucijom ugla
smene 2 i zatim primenom transformacije na neterminal <A>.

1. <A> —> a<B> 1. <A> > a<B><list>
24.<A>—>db 2.4. <A> — db<list>
2.3. <A> > <A>cb 2.3. <list> — cb<list>
3.<B>—> <A>c X. <list> —> ¢
4.<B>—>d 3. <B>—> <A>c
4. <B>—>d
(a) (b)

Sl 4.2.2: Gramatike za ilustraciju postupka eliminacije leve rekurzije

Supstitucija ugla smene 2 rezultuje gramatikom na Sl. 4.2.2(a) gde je smena 2.4 rezultat
supstitucije smene 4 u ugao smene 2, a smena 2.3 je rezultat supstitucije smene 3. Eliminacija
direktne leve rekurzije za neterminal <A> rezultuje gramatikom na Sl. 4.2.2(b). Ova gramatika
nije levo rekurzivna.

Eliminacija indirektne leve rekurzije odvija se po sledecoj proceduri:

1. Usvojiti neki redosled neterminala:
<A>, <A>, <Ay>, .., <A>

2. Transformisati gramatiku primenom sledeéeg algoritma:

for (i:=1ton)
for (j:==1to i-1)
Zameniti svaku smenu oblika
<A> > <Apy
smenama
<A> - 81y
<A> — &y

<A> > 8y
gde su

<Ai> - 81Y

<Ap> — &y

<A> —> 8y
tekuce smene za <A>; Napomena: ovim se indirektna leva rekurzija pretvara
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u desnu.
end for;

Ukloniti sve direktne leve rekurzije (ako ih ima) medu smenama za <A> ranije

izlozenom procedurom;
end for;

)

Primena ovog algoritma je moguca ako nema praznih smena <A> = <A> i ciklusa u gramatici.

Primer: Neka je data gramatika

vk b=

<S> > <A>a
<S>—>b

<A> > <A>c
<A> > <S>d

<A>—>¢

Gramatika je indirektno levo rekurzivna jer je:

1 4
<S> = <A>a = <S>da

Uredimo neterminale na slede¢i nacin:

L.

Algoritam je primenjen na gramatiku koja ima

<S>, <A> = (KAP> = <S>, <A>=<S>)
Promenljiva u spoljnoj petlji (i) ide od 1 do 2. Ispratimo ovu transformaciju slede¢im koracima:

<A> — <list>
<list> — ad<list>
<list> — c<list>

<list> —> ¢

i=1j=1 2. 11=2,j=1

<AP> =<A;>=<S>; <Ap> =<A;>=<S> <A =<Ap> =<A> <A>=<A>=<S>

<S> — <S>y ne postoji potrebno je zameniti <A> — <S>d
Zamena smena: Gramatika sada postaje:

<A =<A>=<S>— <A>a () 4. | <A>—> <A>ad (ad =a,)

<AP> =<Ap>=<S>— <A>a (§)) <A> > <A>c (c=ap)

|[<A> — <A>ad dodajemo u gramatiku <A>—bd

<A>—bd dodajemo u gramatiku <A>—>¢
Eliminisanje direktne rekurzije: Gramatika bez levih rekurzija:

<A> — bd<list> 4. | <S> > <A>a

<S>->b

<A> — bd<list>
<A> — <list>
<list> — ad<list>
<list> — c<list>

<list> — ¢

praznih smena. U odabranom uredenju

neterminala to nije predstavljalo problem. Medutim, ako se neterminali urede kao <A>, <S>,
eliminacija indirektne leve rekurzije nece biti moguca.
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4.2.6. Eliminacija praznih smena

Ako je jezik L generisan gramatikom G =(Vy, V1, P, <S§>) i svaka smena u P je oblika
<A> > a, gdeje o € V', V=V U Vy, tada se L moZe generisati gramatikom u kojoj je svaka
smena oblika <B> — B, gde je B € (V — {<S>})", ili <S> — ¢, odnosno startni neterminal <S>
se ne pojavljuje na desnoj strani bilo koje smene i smene nisu prazne, osim §to startni neterminal
moze posedovati praznu smenu.

Prvi korak u nalaZenju ovakve gramatike je da se pronade gramatika kod koje se <S> ne
pojavljuje na desnoj strani bilo koje smene.

Neka je <S;> gramaticki simbol koji ne pripada ni Vi ni Vg Neka je
G, =(Vy U {<S;>}, Vr, Py, <S;>). P; se sastoji od svih smena u P, uz smene oblika <S> — a,
gde je <S> — o smena u P. Treba imati na umu da se <S;> ne pojavljuje na desnoj strani bilo
koje smene. Tvrdimo da je L(G) = L(Gy).

Pretpostavimo da je <S> :C> w. Neka je prva koriS¢ena smena u ovom izvodenju <S> — a. Tada
se moze staviti <S> TaZwW Prema deﬁmcul za Py, <S> —> otje u Py, tako da je <S;> : a.
Takode, posto P, sadr21 sve smene od P, a : w. Stoga je <S;> : w. Dakle, zakljucujemo da
L(G) c (G).

Neka je polazna gramatika G ve¢ u obliku u kojem se startni simbol ne pojavljuje na desnoj
strani bilo koje smene. Za bilo koji neterminal <A> gramatike G moze se utvrditi da li je
<A> % €. Ako je tako, tada postoji izvodenje Cije stablo nema putanju koja je duza od broja
neterminala u gramatici G.

Neka su <A;>, <A,>,..., <A> neterminali iz kojih se moze izvesti prazna sekvenca a <B;>,
<B,>,..., <B,,> oni iz kojih to nije moguce. KonstruiS§emo novi skup smena P, prema slede¢im
pravilima:

1. Akoje <S>%s, tada je <S> —> e uP,.
2. Nijedna druga smena oblika <A> — ¢ ne pojavljuje se u P;.
3. Ako se u P nalazi smena oblika:

<A>— C,G,...C, r>1

tada se u P; dodaju sve smene oblika <A>— a0y...0,, pri cemu je o;=C; za
Ci € ViU {<B>, <By>,..., <B>}, odnosno ao; =C; ili =€ za
C e{<A >, <Ay>,...,<A¢>}, 1 £1<r, uz ogranicenje u poslednjoj varijanti da ne mogu svi
simboli o biti jednaki €.

Jasno je da za G; = (Vy, Vr, Py, <S>) vazi L(Gl) < L(G). Moramo sada pokazati indukcijom
prema broju koraka u izvodenju da ako je <A> ? w, W # g, tada je <A> ? w,za<A>e V. U
prvom koraku je to ocigledno, pa pretpostavimo da je tacno za k koraka. Pretpostawmo da je
<A>:>W dobijeno u kt+1. koraku izvodenja i pretpostavimo da je <A>—>C 1C,...C, prva
korlscena smena. Mozemo staviti w = w;w,...w,, gde za 1 <i<r vazi C 3 w;. Dalje, postoji
smena u P; oblika <A> — o0,...0, gde je o, = C; ako jew; #eio;=¢ akOJe w; = ¢. Otuda je

<A> é> w. Dakle, gramatike G i G, su ekvivalentne.
1
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4.2.7. Dobijanje poljske translacione gramatike

Pretpostavimo da Zelimo da realizujemo prevodenje specificirano smenom
<statement> — [F <Boolean expression> {JUMPF} THEN <statement> {LABEL}

metodom od dna ka vrhu, koja zahteva da gramatika bude u obliku poljske translacione
gramatike. Ovaj problem reSavamo zamenom ove smene dvema smenama tako $to {JUMPF}
dolazi na krajnje desnu poziciju jedne smene, a {LABEL} druge smene. Nove smene se
dobijaju uvodenjem novog neterminala <if clause> koji generise niz [F <Boolean expression>
{JUMPF} i zamenom pojave datog niza u postojecoj smeni novim neterminalom. Nove smene
su:

<statement> — <if clause> THEN <statement> {LABEL}
<if clause> — IF <Boolean expression> {JUMPF}
Uopsteno, ako imamo smene oblika
<L>—> a{A}p

gde su o i B nizovi gramatic¢kih simbola, moze se uvesti novi neterminal <new>, a postojeca
smena se zameniti smenama

<> — <new>f
<new> — o{A}
Rezultat je da je akcioni simbol {A} smeSten na krajnju desnu poziciju.

Ponavljanjem ove tehnike smenu po smenu, uvek je moguce preurediti gramatiku u poljsku
translacionu gramatiku. Ako data gramatika nema akcione simbola na krajnje levim pozicijama,
preuredivanje se moze izvesti bez dodavanja praznih smena.

Ukoliko pojava praznih smena nije problem za izabrani metod parsiranja, na raspolaganju je
sledeca transformacija u kojoj se smena oblika

<L>—> o{A}pB
zamenjuje slede¢im smenama:

<L> — a<new>f

<new> — {A}

gde <new> predstavlja novi neterminal, koja takode smeSta akcioni simbol na krajnje desnu
stranu u smeni.

4.2.8. Pretvaranje gramatike u “pomeri-identifikuj” konzistentnu

Sada dajemo metodu pomocu koje je mogucée svaku bezkontekstnu gramatiku bez e-smena
preurediti u potisni—identifikuj konzistentnu gramatiku. Posmatrajmo sledecu gramatiku sa
startnim simbolom <S>:
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1. <S> - c<A>a

2. <A>— c<B>

3. <A>-—>d<B>a

4. <B>— d<S>e<B>f
5. <B>>g

Postoji konflikt tipa pomeri—identifikuj za simbol steka <B> i ulazni simbol a zbog toga Sto
kada je <B> na vrhu steka, ne znamo da li je <B> iz smene 3 kada bi trebalo da izvr§imo
SHIFT, ili je iz smene 2 kada bi trebalo da izvr§imo IDENTIFY (a potom i REDUCE(2)). Na§
plan je da uvedemo novi neterminal <B"™> pomocu singlton smene

<B™> — <B>

i da zamenimo sve pojave <B> sa <B’> u smenama na desnoj strani, osim kada se nalazi na
krajnje desnoj poziciji. Nove smene su:

1. <§>—>c<A>a

2. <A>—>c<B>

3. <A>—>d<B™>a

4. <B>—>d<S>e<B>f
5. <B>—>g¢g

6. <B>— <B>

U novoj gramatici <B> se pojavljuje samo na krajnje desnoj poziciji smena i zbog toga ne moze
biti ispod (BELOW) nekog terminala. Slicno tome <B™ se pojavljuje samo na pozicijama koje
nisu krajnje desne i zbog toga ne moze biti REDUCED-BY od strane nekog terminala. Nova
gramatika je potisni—identifikuj konzistentna.

Tehnika ilustrovana u prethodnom primeru je opSta i moze se koristiti da pojedinac¢no otkloni
sve konflikte tipa potisni—identifikuj.

Opsta procedura je:

Za svaki gramaticki simbol A (neterminal ili terminal) za koji postoji SHIFT-
IDENTIFY konflikt, tj. postoji terminal Z takav da

A REDUCED-BY Z i A BELOW Z
uvesti novi neterminal <A"™ pomocu singlton smene
<A> > <A>
i zameniti <A> sa <A"™ u svi slu¢ajevima kada je A sa desne strane, a nije u
krajnje desnoj poziciji.
Ako nam je data ulazna gramatika za koju se Zeli projektovati parser potisni—identifikuj,

preporucujemo da se primene metode iz odeljaka od 4.2.6 do 4.2.8 i to slede¢im redom:

1. Ukloniti prazne smene, ako postoje, koriste¢i metod opisan u 4.2.6.
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2. Ubaciti akcione simbole i to tako da ni jedan nije u krajnje levoj poziciji.

3. Preurediti translacionu gramatiku kao poljsku translacionu gramatiku koriste¢i metod
opisan u 4.2.7

4. Preurediti gramatiku u “pomeri—identifiku;” konzistentnu gramatiku koriste¢i metod opisan
u4.2.8.

Primetimo da preuredivanje gramatike u “pomeri—identifikuj” konzistentnu ne narusava osobine
poljske translacije posto metode iz koraka 4 ne uti¢u na krajnje desne pozicije smena.

Koriste¢i ove metode svaka bezkontekstna gramatika se moze preurediti u potisni—identifikuyj
konzistentnu gramatiku. Pa ipak ne postoje garancije da ¢e rezultujuca gramatika zadovoljiti
bilo koji od preostalih uslova koje zahteva parsiranje potisni—identifikuj (na primer, da ¢e biti
bezsufiksna, slabog prvenstva ili prostog meSovitog prvenstva).
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